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The Problem
Due to the focus on keeping the use of fossil fuel at a minimum, a lot of research
has been done on the subject of the fuel consumption of cars. One of the aspects
of this research is minimising the rolling resistance between tyres and the asphalt.
The rolling resistance causes energy to be dissipated as heat into the surroundings
causing the car to decelerate. In order to determine this rolling resistance simple
and reliable methods of measurement are required.
We found a way of measuring the rolling resistance between soft rubber balls and
hard glass. It involved placing the balls on a rotating glass surface and then ana-
lysing patterns of movement of the balls.
The objective of the present project is to examine this method.
Central Drift and Coefficient of Rolling Resistance
When rubber balls roll on hard surfaces they are deformed, and this deformation
is asymmetrical. This is illustrated in figure 1.
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Figur 1. When balls roll on a hard surface they are deformed against the surface in an asymmetrical
manner. This causes the resulting vector of the normal force to be shifted relative to the center of
mass. A torque acting against the rolling motion is a consequence of this deformation. On the left
side of the figure the arrows illustrate that the ball is more deformed in the area of contact where
first hits. The right side of the figure shows the sum of the normal forces.
The asymmetry causes the resulting normal force to be shifted relative to the center
of mass. The vector ~b on figure 1 illustrates an arm of leverage that arises from the
shift of the resulting normal force, so that a torque opposing the rolling motion
arises. During experiments where a ball is placed on a hard rotating surface one will
see that the ball moves in circular orbit, where the center of this orbit continuously
moves towards the center of the plane with a central drift. This motion is described
by the following expression:
~r(t) = ~r0 + ~d(t) + ~ut, (1)
where ~r(t) is the position vector from the rotational center of the plane to the
point of contact between the ball and the plane. ~r0 is the position vector from the
rotational center of the plane to the center of the circular orbit in which the balls
move. ~d(t) is the radius of the circular orbit, and ~u is the central drift velocity
of the center of the circulation orbit towards the rotational center of the plane.
This characteristic pattern of movement is in fact caused by the rolling resistance
between the plane and the ball. The magnitude of the drift velocity is directly
proportionate with a so-called coefficient of rolling resistance, Cr. In the present
project we have derived this relationship, and it can be expressed as follows:
Cr =
2
5
Ω
g
|~u|, (2)
where Ω is the angular velocity of the rotating plane and g is the standard gravity.
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Data and Results
We performed experiments on four different balls. A table listing those can be seen
in table 1.
Tabel 1. List of the four different rubber balls we have used in our experiments.
Name Material Shore-hardness Diameter (/mm)
NBR 55-14 NBR SH55 14.0
NBR 60-15 NBR SH60 15.0
EPDM 80-18 EPDM SH80 18.0
EPDM 60-20 EPDM SH60 20.0
The balls were made of nitrile-rubber (NBR) and ethylene-propylene-rubber (EP-
DM). We also attempted to perform experiments with balls that had diameters
of 8 mm and 10 mm respectively. Unfortunately we could not obtain any useful
results with these balls because of our experimental setup. The drift velocity was
too large in magnitude, so that we would have needed either a rotating plate with
a larger diameter or the possibility to increase the angular velocity further. We
measured the drift velocity at three different angular velocities for each of the
four balls. The three angular velocities with which the glass plate rotated were:
Ω1 = 7.8 s−1 ± 0.1 s−1, Ω2 = 8.9 s−1 ± 0.2 s−1, and Ω3 = 10.1 s−1 ± 0.1 s−1. Each
experiment was performed in quintuplicates.
We recorded each experiment by use of a video camera and we subsequently analy-
sed the video clip in the open-source program Tracker. This program enabled us to
get the almost precise position of the ball to each given time. In order to obtain the
drift velocity we dissolved the vectors mentioned in equation 1 and differentiated
the expression: (
vx(t)
vy(t)
)
= dωc
(
− sin (ωct+ φ)
cos (ωct+ φ)
)
+
(
ux
uy
)
, (3)
where ωc is the angular velocity with which the ball rotates in the circular orbit.
φ is the phase shift that determines the position of the ball in the circular orbit
at time t = 0. We plot the x- and y-components of the calculated v(t)-values. An
example of such a plot can be seen in figure 2.
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Figur 2. An example of a (vx, vy)-plot. The results of five experiments on the same ball are plotted.
The small o's in the middle of the plot correspond to components of the average drift velocity for
each experiment.
In accordance with equation 3 we expected the plot to contain a circular graph.
The center of this circle would be the components of drift velocity. Our actual
results did not plot as perfect circles, which can also be seen in figure 2. Therefore,
we used several data points and calculated the position of multiple centers. We
then found the average position of these centers and thus the average velocities.
Our experimental results can be seen in table 2.
Tabel 2. Our experimental results from measurement on the four rubber balls. For each different
angular velocity Ω1−3 the average drift velocity ± one standard deviation, STD, is listed. The average
coefficients of rolling resistance are also listed.
Ball Avg. |~u|±STD (/10−2m s−1) Cr
Ω1 Ω2 Ω3 Ω1 Ω2 Ω3
NBR 55-14 7.0 ± 2 6.0 ± 1 3.5 ± 0.6 0.02 0.02 0.014
NBR 60-15 8 ± 2 6.4 ± 0.8 5.9 ± 0.8 0.02 0.023 0.024
EPDM 80-18 4.7 ± 0.7 4.5 ± 0.8 3.0 ± 1 0.015 0.014 0.01
EPDM 60-20 5.6 ± 0.6 5.0 ± 0.3 5.1 ± 0.3 0.018 0.018 0.021
Our plots of the components of the velocities generally displayed a spiral rather
than a circle. To get a more precise value for the drift velocities, we tried to fit
a logarithmic spiral to our data. This choice of geometrical figure proved to be a
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good approximation. An example of a graphical representation of a logarithmic
spiral being fitted to our data can be seen in figure 3.
Figur 3. An example of a (vx, vy)-plot, where a spiral has been fitted to our data. The blue asterisks
represent the values that we actually measured. The red curve is our best guess of the parameters
describing the spiralling. The black curve represent the fitted curve, where the parameters have been
adjusted to minimise the variance between the actual data and the fitted data.
When finding the drift velocity by use of a fitting procedure we discovered that
these results did not vary much from the ones originally obtained. Therefore we
chose to discuss the unfitted data.
Conclusion
Our experimental results were interesting in more than one way. First of all we
found that our experimental setup could be used to determine coefficients of rolling
resistance between two materials. The literature could not provide us any values
with which we could compare the ones we found, so we cannot determine the pre-
cision of our measurements. The values we found were, however, in the same range
as other coefficients of rolling resistance between rubber tyres and asphalt. We
derived that the drift velocity should be inversely proportionate with the angular
velocity of the rotating plane. This can be seen in equation 2. We confirmed expe-
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rimentally (see table 2) that the magnitude of the drift velocity tended to decrease
when the angular velocity of the rotating plane increased.
Furthermore we derived that
ωc =
2
7
Ω (4)
We confirmed this relationship experimentally as well.
Our theoretical prediction, that the (vx, vy)-plot should show a circle, did however
not prove to be true. We saw that the radius increased with time, so the graph
could be best described as a logarithmic spiral. We saw this behaviour in all our
measurements. We cannot determine the cause of this deviation from theory with
certainty, but we speculate that it may have been due to experimental setup not
having been completely level.
All in all we find that this way of performing measurement of rolling resistance
between two materials requires a very high degree of precision. The experimental
setup in its present state is thus not a useful supplement to other ways of measuring
rolling resistance in a larger scale. It would have to be improved significantly before
it could be used in an industrial context.
Though not suitable for large scale experiments, we find that experimental setups
of this kind and the theory behind the measurements that can be performed on
it, is suitable for educational purposes. Advanced learners of classical mechanics
could benefit greatly from deriving and testing the movement of rubber balls on a
hard rotating plane.
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Abstrakt
Rullemodstand beskriver, hvordan et rullende objekt bliver bremset i sin rotation.
Det kan relateres til deformationen af det rullende objekt og beskrives ved en rul-
lemodstandskoefficient, Cr. Dette projekt undersøger en metode til at bestemme
Cr ved at se på gummikugler, der ruller på en roterende glasplade.
Her bevæger kuglerne sig i cirkelbaner, mens de driver mod centrum af pladen med
driftshastigheden, |~u|. Cr kan bestemmes ved at beregne |~u|.
For kugler af gummitypen EPDM med hårdheden 60 SH og en diameter på 20
mm bliver Cr bestemt til værdier mellem 0.018 og 0.021 ved forsøg, hvor pladen
roterer med vinkelhastigheder mellem 7.8 s−1 ± 0.1 s−1 og 10.1 s−1 ± 0.1 s−1.
Resultaterne bliver bekræftet ved efterfølgende fitting af data.
Der er ingen markant sammenhæng mellem størrelsen af Cr og glaspladens vinkel-
hastighed, hvilket er i overensstemmelse med teorien.
Kuglens cirkelbaners vinkelhastighed bliver bestemt til at være 2/7 af pladens vin-
kelhastighed. Dette er med til at bekræfte teorien bag metoden.
I modstrid med teorien vokser radius i kuglens cirkelbane dog eksponentielt, når
kuglen driver mod pladens centrum. Det kan måske ses som et udtryk for, at me-
toden er meget følsom overfor ujævnheder og hældning på glaspladen.
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Forord
Følgende rapport er resultatet af et eksperimentelt bachelorprojekt i fysik udar-
bejdet i foråret 2015 på IMFUFA RUC.
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1 | Indledning
1.1 Indledning
Energibesparelser er en af nutidens samfunds største fokuspunkter. Det skyldes
for en stor del, at olie er en af vores primære energikilder, og forbrænding af olie
giver CO2-udledning, hvilket bidrager til den globale opvarmning. Derudover er
olie også en begrænset ressource.
Biler og andre motorkøretøjers energiforbrug er derfor noget, der har optaget for-
skere over hele verden i mange år. Man har arbejdet på at identificere, hvilke dele af
køretøjerne, der forbruger energi, og på at mindske dette forbrug. Hovedparten af
energiforbruget går til at drive motorer, som derfor konstant bliver optimeret, men
op mod 20 procent af en bils energiforbrug går til at overvinde en rullemodstand,
der opstår grundet bildækkenes kontakt med vejunderlaget (Michelin, 2015).
Rullemodstand definerer vi generelt som det fænomen, der forårsager deceleration
ved friløb. Denne modstand skyldes et energitab, der primært fremkommer, fordi
dækket afgiver varme, når det deformeres mod underlaget. Der tabes også energi
grundet friktionen mellem dæk og underlag.
Forskning i rullemodstand handler både om at se på dækkets komposition og egen-
skaber, samt underlagets sammensætning og kontakten mellem dæk og underlag
under forskellige forhold. Der er adskillige tilgange til at redegøre for, hvorfor og
hvordan rullemodstand opstår, og hvad det rent faktisk er.
En del af et dæks egenskaber kan kortlægges ved at analysere dets viskoelastiske
egenskaber. Det betyder i grove træk, at man kigger på, hvornår det opfører sig
som et fast stof, og hvornår det opfører sig som et flydende stof. De viskoelastiske
egenskaber har en indflydelse på, hvordan dækket bliver deformeret, når det påfø-
res en kraft.
En anden måde at karakterisere dæk på er ved at se på, hvordan forskellige dækty-
per opfører sig i kontakt med et givent underlag, eller hvordan en given dæktype,
der er i kontakt med forskellige underlag, opfører sig.
Det er derfor interessant at undersøge forskellige metoder til at måle rullemod-
stand. Vi har under vores research fundet en metode, der blev udviklet af Welt-
ner (1987), til at gøre dette. Metoden indebærer, at man lægger en kugle på et
roterende underlag og dernæst analyserer kuglens bevægelsesmønster. Ud fra kug-
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lens bevægelsesmønster kan man udlede en såkaldt rullemodstandskoefficient, som
relaterer sig til det energitab, der sker fra kugle-underlag-systemet. Bevægelses-
mønstret er også interessant, da kuglen bevæger sig i cirkler på pladen, mens den
driver mod pladens centrum. Dette fænomen er fascinerende og overraskende.
I dette projekt efterprøver vi denne metode, og resultaterne sammenligner vi med
resultater fra mere gængse forsøgsmetoder. Vi vil således kunne give et bud på,
om denne metode er en smart måde at måle rullemodstand på og finde fordele og
ulemper ved metoden.
Det leder os til vores problemformulering.
1.2 Problemformulering
Kan man finde en rullemodstandskoefficient ved forsøg med en gummikugle på et
roterende, hårdt underlag, og er den metode, vi anvender til at bestemme størrelsen
af rullemodstandskoefficienten, velegnet?
1.3 Hypotese
I vores projekt tog vi udgangspunkt i et forsøg foretaget af Weltner (1987), hvor
der blev anvendt en hård kugle og et deformerbart roterende underlag. Kuglens
karakteristiske bevægelsesmønster blev her forklaret ved, at underlaget blev defor-
meret - og man fandt et udtryk for en rullemodstandskoefficient ved hjælp af dette
bevægelsesmønster. Vores hypotese var, at der ville opstå tilsvarende bevægelser,
når en deformerbar kugle blev placeret på et hårdt underlag, hvorfor rullemod-
standskoefficienten ville kunne findes ved hjælp af tilsvarende bevægelsesligninger.
Denne hypotese valgte vi at undersøge i dette projekt.
1.4 Målgruppe
Vores projekt henvender sig til fysikinteresserede på universitetsniveau. Derudover
henvender vores projekt sig til folk interesserede i rullemodstand og målemetoder
til at bestemme rullemodstand.
Roskilde Universitet 12 af 89
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1.5 Afgrænsning
I dette projekt afgrænsede vi os på flere områder.
Vi antog, at de kugler, vi målte på, var helt runde og homogene. Det var nødvendigt
for at kunne beregne inertimomentet i vores udledninger af bevægelsesligninger for,
hvordan kugler bevæger sig på et roterende underlag. Se afsnit 2.2.5 på side 37.
Desuden antog vi, at kuglernes radius ændrer sig så lidt i vores forsøg, at vi kunne
se bort fra denne ændring i radius. Det vil sige, at vi afgrænsede os til at se på
små deformationer af gummikuglerne.
I forbindelse med vores forsøg antog vi, at den glasplade, der fungerede som vores
roterende underlag, ikke blev deformeret, da de gummikugler, vi anvendte, var
lette og bløde i forhold til glaspladen. Desuden afgrænsede vi os til kun at måle
på gummikuglernes rullemodstand ved en enkelt temperatur og ved tre forskellige
vinkelhastigheder. Det måtte vi gøre, da vi var begrænsede af, hvad der var fysisk
muligt at gøre med vores forsøgsopstilling. Det kunne have være interessant at se
på rullemodstanden i et bredere temperatur- og frekvensinterval, da disse faktorer
har indvirkning på gummikuglernes viskoelastiske egenskaber og dermed graden
af energitab. Derudover kunne det også have været interessant at måle på flere
forskellige slags kugler, men det var desværre heller ikke muligt.
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I det følgende kapitel vil vi redegøre for, hvad rullemodstand er. Først vil vi be-
skrive, hvordan en kugle ruller og udlede bevægelsesligningerne for en rullende
kugle på en roterende plade. Dernæst vil vi forklare årsagerne til, at der opstår en
rullemodstand. For at definere rullemodstanden ser vi på forskellige målemetoder,
der normalt benyttes til at bestemme rullemodstand. Til sidst udleder vi bevæ-
gelsesligningerne for en deformerbar kugle på en roterende plade. Disse ligninger
bruger vi i vores forsøg til at bestemme en rullemodstandskoefficient.
2.1 Rullende kugle
I dette afsnit vil vi forklare årsagerne til de rullende og cirkulære bevægelser, som
man kan se gummikugler lave i vores forsøg, når de bliver placeret på et roterende
underlag. Først vil vi redegøre for, hvilke betingelser, der skal være opfyldt, for at
man kan sige, at man har en situation, hvor et rundt objekt ruller uden at skride
eller glide.
Til sidst udleder vi udtryk for, hvordan en kugle vil bevæge sig på en roterende
plade. I første omgang mens pladen er i vandret position, og dernæst mens den
er i tiltet. Af formidlingshensyn udleder vi indledningsvis disse udtryk uden at
inkludere overvejelser om rullemodstanden.
2.1.1 Rullebetingelsen
Når en kugle eller en cylinder ruller uden at skride, består bevægelsen i et givet
punkt både af en translationel og rotationel bevægelse. Det ses illustreret på figur
2.1.
Den rotationelle bevægelse, der er illustreret på figur 2.1(a) skal opfattes sådan,
at den er observeret i en inertiel referenceramme, der har samme hastighed som
det roterende objekts omdrejningsakse. Den tangentielle hastighed i det punkt,
der er længst væk fra kontaktpunktet, har samme størrelse som den tangentielle
hastighed i kontaktpunktet, men de to hastigheder er modsatrettede hinanden.
Ved ren translation har alle punkter i det runde objekt samme hastighed. Se 2.1(b)
Situationen, som den ses på figur 2.1(c), er en illustration af en kugle, som ruller
14
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Figur 2.1. Et rundt objekt ruller uden at glide, når dets kontaktpunkt med underlaget er i hvile i
forhold til dette underlag til ethvert givet tidspunkt. Man kan forstå fænomenet rulning uden glidning
som kuglens midtspunkts translationelle hastighed (b) set i underlagets referenceramme adderet med
kuglens rotationelle hastighed (a) set i kuglens rotationsakses referenceramme. Denne addition giver
os hastighederne for rulning uden glidning set i underlagets referenceramme (c).
uden at skride set i underlagets referenceramme.
Rulning uden skridning betyder, at der ingen relativ bevægelse er mellem underlag
og kugle i deres fælles berøringspunkt. Det kan af figur 2.1 således ses, at for at
noget kan rulle uden at skride, så må det være en nødvendig betingelse, at kug-
lens massemidtpunkts translationelle hastighed har samme størrelse som kuglens
omkreds' hastighed.
Selve størrelsen af hastigheden, v, kan beregnes ved hjælp af størrelsen af det runde
objekts omkreds. Denne er givet ved: 2pir. Når objektet har rullet en hel omgang,
har massemidtpunktet altså tilbagelagt en afstand af denne størrelse. Tiden, det
tager at fuldføre en komplet rotation, kaldes perioden, T . Massemidtpunktets gen-
nemsnitshastighed er:
vCM =
∆x
∆t
=
2pir
T
= r
(
2pi
T
)
= rω, (2.1)
hvor ~ω er kuglens vinkelhastighed om dens massemidtpunkt. Størrelsen vCM er
den hastighed, vi ovenfor har kaldt v. Således får vi, at
v = rω (2.2)
Denne ligning er et udtryk for rullebetingelsen (Vawter, 2015).
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2.1.2 Roterende kugle på roterende plade
Vi vil nu udlede bevægelsesligningerne for en kugles bevægelse på et roterende
underlag. Der antages i dette afsnit, at hverken kugle eller underlag deformeres.
Den første udledning sker med udgangspunkt i, at den roterende plade er helt
vandret. I den anden udledning er pladen tiltet. Man kan på den måde bestem-
me, hvad der vil ske, hvis kuglen påvirkes af en konstant kraft - i dette tilfælde
tyngdekraften.
2.1.2.1 Det simple tilfælde
Følgende udledning af en bevægelsesligning for en kugle på en rotende plade er en
udvidelse af den, der kan findes i Weltner (1979).
Når et roterende plan er vinkelret på et homogent kraftfelt, i vores tilfælde tyngde-
kraften, vil der ikke være nogen resulterende kraft vertikalt på kuglen, da tyngde-
kraften og normalkraften udligner hinanden. Kuglens position i forhold til pladens
centrum kan skrives som:
~r = ~rCM + ~R, (2.3)
hvor ~rCM er stedvektoren fra pladens centrum til kuglens massemidtpunkt, ~R
er kuglens radius, og ~r er stedvektoren fra pladens centrum til berøringspunktet
mellem kuglen og pladen. Se figur 2.2.
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Figur 2.2. Illustration af en kugle, der bevæger sig på en roterende plade. Pladen roterer med
en vinkelhastighed, ~Ω, kuglen roterer med en vinkelhastighed, ~ω. ~rCM er stedvektoren fra pladens
centrum til kuglens massemidtpunkt, ~R er kuglens radius, og ~r er stedvektoren fra pladens centrum
til berøringspunktet, P , mellem kuglen og pladen.
Vi antager i situationen, som kan ses på figur 2.2, at en plade har en vertikal
rotationsakse og en vinkelhastighed, ~Ω. Da vil hastigheden i et punkt, P , som er
berøringspunktet mellem kugle og plade, være:
~vP = ~Ω× ~r (2.4)
Hvis man antager, at der er tale om rulning uden glidning og skridning, vil der
gælde, at
~vkugle = ~vP , (2.5)
hvor ~vkugle er kuglens overflades hastighed, set i laboratoriets referenceramme, i
kontaktpunktet, P , med pladen.
Når ligning 2.3 differentieres med hensyn til tiden, kan den skrives som følger:
d~r
dt
=
d~rCM
dt
(2.6)
Dette er kun muligt, da vi antager, at kuglens radius, ~R, er konstant, fordi kuglen
ikke deformeres. Jævnfør figur 2.1 på side 15 vil kuglens hastighed i berøringspunk-
tet være vektorsummen af den translationelle hastighed, d~r
dt
, og den rotationelle
Roskilde Universitet 17 af 89
Gummikuglers rullemodstand 2. Teori
hastighed, ~ω × ~R, i henhold til rullebetingelsen (jævnfør ligning 2.2 på side 15.
~vkugle =
d~r
dt
+ ~ω × ~R (2.7)
Ved hjælp af ligning 2.5 kan ligning 2.4 og 2.7 kombineres:
~ω × ~R + d~r
dt
= ~Ω× ~r (2.8)
Ligning 2.8 differentieres nu med hensyn til tiden:
d~ω
dt
× ~R + ~ω × d
~R
dt
+
d2~r
dt2
=
d~Ω
dt
× ~r + ~Ω× d~r
dt
(2.9)
Næstsidste led før lighedstegnet og første led efter lighedstegnet i ligning 2.9 for-
svinder, da ~R og ~Ω er konstanter:
d~ω
dt
× ~R + d
2~r
dt2
= ~Ω× d~r
dt
(2.10)
For at finde bevægelsesligningen for en kugle på en roterende plade er det lettest
at bringe impulsmomentet, ~L, i spil. Impulsmomentet i kuglens massemidtpunkt
differentieret med hensyn til tiden er lig med kraftmomentet,~τ :
d~L
dt
= ~τ = I
d~ω
dt
= ~R× ~fs, (2.11)
hvor I er inertimomentet, og ~fs er en friktionskraft mellem kuglen og pladen. I dette
tilfælde vil friktionskraften forårsage, at kuglen roterer om sig selv. Friktionskraften
er her lig den resulterende kraft, da de andre kræfter udligner hinanden. Den
resulterende kraft er, som altid, lig med masse, m, gange acceleration, så der
gælder, at
~Fres = ~fs = m
d2~r
dt2
(2.12)
Ved at indsætte ligning 2.12 i ligning 2.11 og efterfølgende indsætte ligning 2.11 i
Roskilde Universitet 18 af 89
Gummikuglers rullemodstand 2. Teori
ligning 2.10 fås: [
~R
I
×md
2~r
dt2
]
× ~R + d
2~r
dt2
= ~Ω× d~r
dt
(2.13)
På venstresiden af lighedstegnet er der et krydsprodukt af et krydsprodukt, og
dette kan simplificeres, da ~R altid vil være vinkelret på ~fs:
R2
I
m
d2~r
dt2
+
d2~r
dt2
= ~Ω× d~r
dt
(2.14)
Ved at isolere d
2~r
dt2
i ligning 2.14 fås en bevægelseslignig, der giver, hvordan kuglen
vil bevæge sig på den roterende pladen:
d2~r
dt2
=
~Ω× d~r
dt
1 +
R2
I
m
(2.15)
Krydsproduktet i bevægelsesligningen 2.15 giver, at kuglen vil bevæge sig i cirkel-
baner på den roterende plade. Den vil rotere med en bestemt vinkelhastighed, ~ωc,
i forhold til pladens vinkelhastighed, som det kan ses illustreret på figur 2.3.
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Figur 2.3. En kugle bevæger sig i cirkelbaner på et roterende plan. Disse cirkelbaner har radius ~d,
og afstanden fra pladens rotationsakse til cirkelbevægelsens centrum er ~r0. Afstanden fra pladens
rotationsakse til kontaktpunktet mellem kugle og plade er tidsafhængig og benævnes ~r.
Hvis vi lader ~r0 være stedvektoren fra pladens rotationsakse til den cirkulære banes
centrum, lader ~d være den cirkulære banes radius og lader ~r være summen af ~r0 og
~d, kan den bevægelse, som ligning 2.15 giver, bruges til at finde kuglens cirkelbanes
vinkelhastighed. Dette vil nu blive udledt. Der opstilles følgende betingelser:
~r = ~r0 + ~d (2.16)
d~r
dt
= ~ωc × ~d (2.17)
Heraf følger, at
d2~r
dt2
= −ω2c ~d (2.18)
Bemærk, at ~r0 er konstant, mens ~r og ~d er tidsafhængige. Ligning 2.17 giver kuglens
tangentielle hastighed i punktet ~r, og ligning 2.18 beskriver accelerationen i samme
punkt, og den er negativ, da den peger ind mod midten, hvilket er modsat ~d.
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Ligning 2.17 og 2.18 indsættes i ligning 2.15:
−ω2c ~d =
~Ω×
[
~ωc × ~d
]
1 +
R2
I
m
(2.19)
Tælleren i ligning 2.19 kan reduceres, og der gælder, at I = KmR2, hvorK antager
forskellige værdier alt efter, om kuglen er massiv eller hul (Ohanian and Markert,
2007):
−ω2c ~d =
~ωc
(
~Ω · ~d
)
− ~d
(
~Ω · ~ωc
)
1 +
R2
I
m
(2.20)
Da ~Ω og ~d er vinkelrette på hinanden, da ~d altid ligger i (x,y)-planet, er prikpro-
duktet lig med nul:
−ω2c ~d =
0− ~d
(
~Ω · ~ωc
)
1 +
R2
I
m
(2.21)
⇒ ~ωc =
~Ω
1 +
R2
KmR2
m
(2.22)
=
~Ω
1 +
1
K
(2.23)
For en massiv kugle erK = 2
5
(Ohanian and Markert, 2007). Denne værdi indsættes
i ligning 2.23:
~ωc =
~Ω
1 +
1(
2
5
) = 27~Ω (2.24)
Vi ser således, at vinkelfrekvensen for kuglens cirkulære bevægelse er 2
7
~Ω.
Resultatet fra ligning 2.24 er en vigtig sammenhæng, der vil blive benyttet i vores
databehandling.
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2.1.2.2 På tiltet plade
Tilter man den roterende plade, vil tyngdekraften ikke blive udlignet af normal-
kraften som tidligere. Den cirkelbane, som kuglen bevæger sig i, vil flytte sig i en
retning med en konstant hastighed, ~u, som vi vil betegne driftshastigheden. Neden-
for vil vi vise, hvorfor denne konstante hastighed opstår. Den følgende udledning er
foretaget med udgangspunkt i Weltner (1987). Tyngdekraften er en konstant kraft,
som vi her kalder ~F0. Den konstante kraft skrives ind som én af de resulterende
kræfter i ligning 2.12, som kan ses på side 18, så vi finder, at
~Fres = ~fs + ~F0 = m
d2~r
dt2
(2.25)
⇔ ~fs = md
2~r
dt2
− ~F0 (2.26)
Da friktionskraften stadig er den eneste kraft, der giver et kraftmoment, kan vi
indsætte udtrykket for ~fs fra ligning 2.26 i ligning 2.11 fra side 18:
I
d~ω
dt
= ~R×
(
m
d2~r
dt2
− ~F0
)
(2.27)
d~ω
dt
isoleres, og der krydses med ~R på begge sider af lighedstegnet:
d~ω
dt
× ~R =
[
~R
I
× (md
2~r
dt2
− ~F0)
]
× ~R (2.28)
Ved brug af regneregler for krydsprodukter, kan ligning 2.28 omskrives:
d~ω
dt
× ~R =
[
~R
I
× (md
2~r
dt2
− ~F0)
]
× ~R (2.29)
= −~R×
[
~R
I
× (md
2~r
dt2
− ~F0)
]
(2.30)
=
~R
I
(
−~R ·
(
m
d2~r
dt2
− ~F0)
))
−
(
m
d2~r
dt2
− ~F0
)(
−~R ·
~R
I
)
(2.31)
=
~R
I
(
−~R ·md
2~r
dt2
+ ~R · ~F0
)
−
(
m
d2~r
dt2
− ~F0
)(
−R
2
I
)
(2.32)
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Der gælder, at
−~R ·md
2~r
dt2
= 0 ∧ ~R · ~F0 = 0, (2.33)
da radius ~R står vinkelret på begge vektorer. Derfor kan ligning 2.32 skrives som
d~ω
dt
× ~R = R
2
I
m
d2~r
dt2
− R
2
I
~F0 (2.34)
Vi substituerer så i ligning 2.10 fra side 18
R2
I
m
d2~r
dt2
− R
2
I
~F0 +
d2~r
dt2
= ~Ω× d~r
dt
(2.35)
⇔ d
2~r
dt2
=
 ~Ω× d~rdt
1 +
R2
I
m
+ R2
I
~F0 (2.36)
Bemærk, at der er kommet et ekstra led på ligning 2.36 i forhold til bevægelses-
ligning 2.15 fra side 19.
Vi kan nu opstillle de samme betingelser som i ligning 2.16, 2.17 og 2.18 fra side
20, hvor vi nu inkluderer en driftshastighed:
~r = ~r0 + ~d+ ~ut (2.37)
d~r
dt
= ~u+
d~d
dt
= ~u+ ~ωc × ~d (2.38)
d2~r
dt2
=
d2~d
dt2
= ~ωc ×
(
~ωc × ~d
)
= −ω2c ~d (2.39)
Ligning 2.38 og 2.39 indsættes i ligning 2.35:
R2
I
m
(
−ω2c ~d
)
− R
2
I
~F0 +
(
−ω2c ~d
)
= ~Ω×
(
~u+ ~ωc × ~d
)
(2.40)
⇒ −ω2c ~d
(
1 +
mR2
I
)
− R
2
I
~F0 = ~Ω× ~u (2.41)
⇒ −ω2c ~d
(
1 +
1
K
)
− R
2
I
~F0 = ~Ω× ~u (2.42)
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Når betingelsen for kuglens bevægelse i cirkelbaner opretholdes på den roterende
plade (se ligning 2.23 på side 21), får vi:
−R
2
I
~F0 = ~Ω× ~u (2.43)
~u kan nu isoleres, så vi kan få udtrykt driftshastigheden:
−R
2
I
~F0 × ~Ω =
(
~Ω× ~u
)
× ~Ω (2.44)
= ~Ω
(
−~Ω · ~u
)
− ~u
(
−~Ω · ~Ω
)
(2.45)
= 0− ~u
(
−~Ω · ~Ω
)
, ~u ⊥ ~Ω (2.46)
= ~uΩ2 (2.47)
⇔ ~u = −~F0 × ~Ω
(
R2
IΩ2
)
(2.48)
Af ligning 2.48 ses der, at driftshastigheden, ~u, er proportionel med den konstante
kraft, ~F0, da ~Ω, ~R og I alle er konstanter.
2.2 Rullemodstand
Indtil nu har vi set på, hvordan en kugle ruller og hvilke kræfter og betingelser,
der gælder i forbindelse med rulningen. Vi vil nu se på, hvad rullemodstand er,
og hvad der forårsager den. Årsagen kan kobles sammen med, hvordan en kugle
deformeres. Hvordan kuglen deformeres afgøres blandt andet af dens viskoelastiske
egenskaber. Derfor behandler vi først emnet viskoelasticitet i forbindelse med en
kugle og dernæst, hvordan viskoelasticitet kan forklare energitabet.
Inden vi giver vores endelige definition af rullemodstand, vil vi se på gængse defini-
tioner og målemetoder. Det fører til, at vi til sidst kan udlede bevægelsesligningerne
for en deformerbar kugle og definere en rullemodstandskoefficient for kuglen.
2.2.1 Deformation og hysterese
I dette afsnit vil vi kort forklare, hvad viskoelasticitet er. Herefter vil vi beskrive,
hvordan en kugle bliver deformeret ved rulning, og hvordan energi går tabt fra
kuglen.
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Vi har indtil nu set på en kugle, der ruller uden at blive deformeret. Vi kun kan
forklare hele kuglens bevægelsesmønster på en roterende, vandret plade, hvis vi
introducerer en deformation af kuglen. Det kan relateres til et energitab eller til
en konstant kraft, som det var tilfældet i afsnit 2.1.2.2 på side 24ff. Vi vil efter-
følgende vise, at kuglen også vil have en driftshastighed på en vandret, roterende
plade, hvilket kan forklares ved den måde, kuglen deformeres på. For at forstå
dette fænomen, vil vi gå i dybden med deformation.
Når en kugle ruller, vil både kuglen og underlaget blive deformeret på grund af
kuglens masse. I vores forsøg bruger vi gummikugler, der er meget bløde i forhold
til underlaget, der er lavet af glas. Vi antager, at underlaget ikke deformeres.
En måde at beskrive energitabet fra gummikuglen ved en given deformation er
ved at se på gummiets viskoelastiske egenskaber. De beskriver, i hvor høj grad et
materiale opfører sig elastisk eller viskøst ved en given kraftpåvirkning, der forår-
sager en deformation.
Groft skitseret kan man sige, at et stof, der antager sin oprindelige form efter en
deformation, er elastisk. I det tilfælde vil den energi, der bliver tilført af en kraft
ved en deformation, være gemt som potentiel energi i materialet, og der er derfor
ikke noget tab af energi. Det kan ses i analog til en idealiseret fjeder. Et stof, der
har en indre friktion, er viskøst. I modsætning til det fuldstændigt elastiske mate-
riale vil energien tilført et viskøst materiale gå tabt i form af varmeenergi grundet
denne indre friktion. Elasticitet og viskositet repræsenterer to yderpunkter i be-
skrivelse af stoffers makroegenskaber. Et materiale, der både er elastisk og viskøst,
er viskoelastisk. I praksis er der ikke nogen materialer, der er rent elastiske eller
rent viskøse.
Et stofs viskoelastiske opførsel er både afhængig af stoffets temperatur og den fre-
kvens, som stoffet bliver deformeret med. Ved stigende temperaturer eller faldende
frekvens vil stoffet oftest opføre sig mere viskøst. Omvendt vil et stof ved lav tem-
peratur eller med en deformation ved høj frekvens ofte opføre sig mere elastisk.
Det vil sige, at hvis man påfører et viskoelastisk materiale en kraft over lang tid,
så vil det begynde at flyde. Hvis man derimod påfører materialet en kraft over
kort tid, vil det opføre sig elastisk.
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Figur 2.4. På figuren ses en gummiklods, der har fået et shear-strain grundet et shear-stress. Her er
h materialets højde, og ∆x er størrelsen af forskydningen af klodsens overside.
Et viskoelastisk stofs opførsel afhænger altså af, hvordan det bliver påvirket ude-
fra. For at forstå det begynder vi med at se på en gummiklods, der er fikseret
i bunden, som man kan se det på figur 2.4. Påfører vi nu en tangentiel kraft på
klodsens overside, vil der opstå en forskydning parallelt med klodsens top og bund.
Deformationen af klodsen mellem top og bund er strain, γ, der defineres således:
γ =
∆x
h
, (2.49)
hvor ∆x er størrelsen af forskydningen af oversiden i forhold til undersiden, og h er
klodsens højde. Den tangentielle kraft på oversiden, der forårsager deformationen
kaldes stress, σ, bestemt ved kraft per areal (Mark et al., 1994).
Når kuglen ruller, bliver den deformeret i kontaktfladen. Det kan ses som analogier
til et strain og et stress. Deformationen kan ses illustreret i figur 2.5.
Figur 2.5. Her ses en blød kugle, der deformeres på et hårdt underlag grundet dens vægt, mens den
ruller med vinkelhastigheden, ~ω.
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Deformation giver anledning til en indre friktion mellem polymererne i kuglen
(Mark et al., 1994). Hvis gummiet opfører sig meget viskøst ved en given sammen-
presning, vil den indre friktion være årsag til, at der frigives energi i form af varme
til omgivelserne, og denne energi går dermed tabt fra kuglen. Dette fænomen kal-
des hysterese og kan relateres til gummiets viskoelastiske egenskaber.
For at få en forståelse af dette energitab kan man se på et stress-strain-diagram,
som man ser det i figur 2.6, hvor arealet mellem de to kurver, ODA og AEB,
svarer til energitabet (Tabor, 1994).
Figur 2.6. Stress-strain-diagram for deformationen af en kugle, hvor F1 er kraften på kuglen ved
sammenpresningen og F2 er kraften på kuglen ved aflastning. Modificeret efter Tabor (1994).
Når deformationen begynder, vil der opstå et strain i kuglen, der medfører et
stress. Det kan forklares ved, at der under deformationen sker en kraftpåvirkning,
~Fk, på kuglen i kontaktfladen. ~Fk er en kompressiv kraft, der forårsager en kom-
pression, hvilket er analogt til forholdet mellem stress og strain. Deformationen
repræsenteres ved kurven mellem punkterne O, D og A på figur 2.6. Hvis kuglen
var fuldstændig elastisk, ville deformationsprocessen være reversibel, men da gum-
miet også er viskøst, vil den indre friktion i kuglen give et energitab. Derfor vil der
være mindre potentiel energi efter deformation, og kuglen kan ikke genskabe sin
oprindelige facon fuldstændigt. Dette repræsenteres ved kurven mellem punkterne
A,E og B på figur 2.6.
Årsagen til energitabet er, at der er mere kraft på kuglen, når den sammentrykkes,
end når den aflastes. Det vil give en asymmetrisk deformation. Det kan ses på figur
2.6, da kraftpåvirkningen F1 er større end kraftpåvirkningen F2 i skæringen mel-
lem punktet e på førsteaksen og de to kurver, ODA og AEB. Idet ~Fk er et udtryk
for normalreaktionerne i kontaktfladen, vil summen af normalreaktionerne resul-
tere i en forskydning af normalkraften ~N i forhold til kuglens massemidtpunkt.
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Normalkraften vil derfor medføre et kraftmoment, ~τ0, der er modsatrettet kuglens
rotation (Tabor, 1994).
Konsekvenser af dette kraftmoment ved en kugles bevægelse vil vi beskrive nøjere
i afsnit 2.2.5 på side 37ff.
2.2.2 Gængse målemetoder
For at kunne definere hvad rullemodstand er, vil vi i dette afsnit se på, hvilke
gængse målemetoder, der bliver brugt til at måle rullemodstand, da det viser sig,
at rullemodstand defineres forskelligt alt efter, hvordan den måles. Herefter vil vi
knytte det til vores egne overvejelser og komme med den endelige definition af
rullemodstand, som vi benytter i vores databehandling.
Når man skal måle rullemodstand, er det vigtigt først at definere præcist, hvad
rullemodstand er. Dels skal man se på energitabet under rulningen, dels skal man
se på hvilke kræfter, der er i spil, eller se på en kombination af energitab og kraft-
påvirkninger.
Vi har taget udgangspunkt i en rapport af Sandberg et al. (2011), som beskriver
og sammenligner forskellige målemetoder.
Vi starter med at se på, hvordan rullemodstanden defineres ud fra de kræfter, der
virker på kuglen under rulningen. Her definerer Sandberg et al. (2011) rullemod-
standen som en enhedsløs koefficient, som er givet ved forholdet mellem to kræfter,
der virker på det rullende objekt:
Cr =
~Fr
~Fz
(2.50)
Her er Cr den enhedsløse rullemodstandskoefficient, ~Fr er rullekraften, der bevæger
kuglen i den ønskede retning, og ~Fz er gummikuglens vægt, m~g. Hvis der er tale
om rulning uden glidning, vil ~Fz svare til størrelsen af normalkraften, ~N . Kalder
vi rullekraften for ~F , kan vi derfor omskrive udtrykket, så Cr er proportionalitets-
konstanten mellem ~F og ~N :
~F = Cr ~N (2.51)
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Man kan se, at dette udtryk minder om udtrykket for friktion, som man kan finde
i fysiklærebøger (for eksempel Ohanian and Markert (2007)), hvor Cr svarer til en
friktionskoefficient. Af samme grund ser man i litteraturen (for eksempel Weltner
(1987)), at Cr bliver beskrevet som en rullefriktionskoefficient, der betegnes µr.
Vi vil dog holde fast i betegnelsen Cr i denne rapport. Med denne definition af
rullemodstand på plads, kan man benytte forskellige målemetoder til at bestemme
denne koefficient.
Ifølge Sandberg et al. (2011) kan man bestemme Cr på tre forskellige måder, hvor
man ser på kraftpåvirkninger og decelerationen af det rullende objekt: Laboratory
Drum (Laboratorietromle), Trailer Method (Anhængermetoden) og Coastdown
(Fri rulning).
Både målinger med tromle og "fri rulning" bestemmer, hvordan et rullende objekt
decelereres. I begge tilfælde kan man bestemme kræfterne, der forårsager decelera-
tionen, og ud fra det bestemme Cr. Ved tromleforsøget får dækkets rullemodstand
tromlen til at decelerere. Ved målemetoden med "fri rulning" lader man et objekt,
typisk et dæk, rulle frit over en given længde, og igen måles kraftpåvirkningen på
dækket.
Anhængermetoden er en smule anderledes. Her er det rullende objekt, igen ofte
et dæk, spændt fast på en anhænger, der bevæger sig med en given hastighed. På
dækket er der monteret en arm, som er koblet til anhængeren, og vinklen mellem
arm og anhænger ændrer sig under rulning i forhold til deformationen af dæk-
ket eller underlaget. Her kan forholdet mellem trækkraften, ~Fr, og dækkets vægt,
~Fz, bestemmes i forhold til denne vinkel, og dermed kan Cr findes. En skitse af
anhængermetoden kan ses på figur 2.7.
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Figur 2.7. På figuren kan man se en skitse af anhængermetoden, som kan bruges til at måle rul-
lemodstandskoefficienten, Cr, ud fra forholdet mellem tyngdekræften på dækket, Fz, og radiusen, R.
Sandberg et al. (2011).
De nævnte målemetoder, der benytter forhold mellem kræfter til at bestemme
rullemodstanden, er alle typisk anvendte og forholdsvist tilgængelige. Målemeto-
derne, der bruges til at beregne energitabet, er ifølge Sandberg et al. (2011) svære
at benytte i praksis.
Sandberg et al. (2011) beskriver en metode til at beregne det energiforbrug, et
hjul bruger under rulningen. Man ser på den mængde energi, der skal bruges til
at få et elektriskdrevet hjul til at rulle. Man skal dog tage højde for, at der kan
opstå energitab grundet friktion og lignende i motor og forsøgsopstilling, som ikke
er relateret til energitabet i selve gummiet.
For at bestemme energitabet fra gummiet alene kan man, som sagt, se på de
viskoelastiske egenskaber (jævnfør afsnit 2.2.1 på side 24ff). Her finder man kun
tabet af energi fra gummiet og ikke energitabet afhængigt af to materialer, for
eksempel kugle og underlag. Vi vil derfor gå mere i dybden med viskoelasticitet i
det følgende afsnit.
2.2.3 Rullemodstand bestemt ud fra viskoelasticitet
Som beskrevet i afsnit 2.2.1 på side 24ff afhænger energitabet ved hysterese af
gummiets viskoelastiske egenskaber. Man kan beskrive et materiales viskoelastiske
egenskaber ud fra det komplekse, dynamiske shearmodul, G, og den karakteristiske
tan δ, "tabstangenten" (loss tangent).
Når et givet punkt på en roterende gummikugle deformeres, vil deformation i det
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givne punkt på kuglen være periodisk med samme frekvens som kuglens rotation.
I den situation kan stress og strain (jævnfør afsnit 2.2.1) beskrives som frekvens-
og tidsafhængige sinusfunktioner:
γ(t) = γ0 sin (ωt) , (2.52)
hvor γ0 er amplituden af strain, og ω er vinkelhastigheden givet ved 2pif , og
σ(t) = σ0 sin (ωt+ δ) , (2.53)
hvor σ0 er amplituden af stresset, ω er vinkelhastigheden, der er den samme som
for strain, og δ er faseskift, der fremkommer, fordi stress er foran strain i tid,
hvorfor der er en faseforskydning mellem stress og strain.
Opløser man udtrykket for stress i to komponenter, der henholdsvis er i fase og
faseforskudt med strainet, har man et udtryk, der siger noget om, hvor meget
energi der går tabt under kraftpåvirkningen:
σ(t) = γ0 [G
′ (ω) sin (ωt) +G′′ (ω) cos (ωt)] , (2.54)
hvor komposanten i fase med strain svarer til sin(ωt), og den faseforskudte kom-
posant er cos(ωt). G′ og G′′ beskriver det komplekse dynamiske shearmodul, G,
med henholdsvis "storages" modulus og "loss" modulus. G′ beskriver, hvor meget
potentiel energi, der bliver gemt i materialet og beskriver den elastiske del af gum-
miet, mens G′′ beskriver energitabet og dermed den viskøse del af gummiet. På
den måde vil et fuldstændigt elastisk materiale ikke have nogen faseforskydning
mellem strain og stress, og derfor vil G′′ være nul, da der ikke vil være noget tab.
Forholdet mellem G′′ og G′ er den tidligere nævnte tan δ, som er givet ved:
tan δ =
G′′
G′
(2.55)
tan δ for et givet materiale og ved en bestemt frekvenspåvirkning kan bruges som
et udtryk for energitabet ved en deformationen (Mark et al., 1994).
Tabstangenten kan findes ved hjælp af måling med et dynamisk shearreometer. I
shearreometret placeres en prøve mellem to skiver, hvor den øverste skive yder en
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kraftpåvirkning på prøven ved en bestemt frekvens. Den nederste skive er fikseret.
Således bliver prøven udsat for et frekvensvarierende strain. Shearreometret måler
det resulterende stress, som prøven oplever. Stresset er faseforskudt i forhold til
strainet. Det giver det dynamiske shearmoduls to komposanter, G′ og G′′, som kan
ses i ligning 2.54. Ud fra det dynamiske shearmodul kan man nu finde tabstangen-
ten (jævnfør ligning 2.55).
Størrelsen af tan δ kan sammenlignes med størrelsen af Cr. Da begge størrelser på
hver sin måde udtrykker deformationen og energitabet under rotation af gummi-
kuglen, kan der være proportionalitet mellem disse to størrelser (Hall and Moreland
(2001) og Mark et al. (1994)).
Dette leder os til sammenhængen mellem deformation og rullemodstand i vores
projekt.
2.2.4 Rullemodstand og deformation
Da der er tale om en asymmetrisk deformation som beskrevet i afsnit 2.2.1 på
side 24ff, kan vi nu definere en størrelse, der kan udtrykke rullemodstand. Det
er størrelsen b, der har enheden [m], som beskriver hvor meget deformationen
har forskudt normalkraften fra massemidtpunktet af kuglen (se figur 2.8). Den
beskriver relationen mellem rullekraften, ~F , og normalkraften, ~N :
|~F | = |
~b|| ~N |
|~R| (2.56)
Her er |~R| kuglens radius, hvor man ser bort fra deformation, som vi har antaget er
konstant under rulningen. I ligning 2.51 kan man se, at der gælder, at |~b| = Cr|~R|.
Denne sammenhæng mellem |~b|, |~R|, normalkraften og rullemodstandskoefficien-
ten gælder dog kun for små deformationer, da kuglens radius ellers vil variere.
Vi antager, at der i forbindelse med vores forsøg er tale om en asymmetrisk defor-
mation, som beskrevet i afsnit 2.2.1, og dermed kan vi finde et udtryk for Cr ved
hjælp af størrelsen |~b|.
Målemetoden til bestemmelse af Cr i vores forsøg er markant anderledes end me-
toderne beskrevet i afsnit 2.2.2 på side 28ff. For at vurdere vores resultater, vil vi
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derfor sammenligne vores Cr med kendte værdier for Cr og tan δ fra litteraturen.
For at forstå fremgangsmåden til bestemmelse af Cr vil vi i de følgende afsnit gå
i deltaljer med gummikuglens bevægelse på den roterende plade. Her vil vi bruge
den asymmetriske deformation til at udlede bevægelsesligningerne for kuglen.
2.2.5 Deformeret kugle på roterende plade
Vi har i vores tidligere udledninger af bevægelsesligningerne for en kugle på et
roterende underlag set på et idealiseret tilfælde i form af en ikke-deformerbar
kugle. Her fandt vi et udtryk for en driftshastighed, |~u|, grundet tyngdekraften.
Her er driften altså forårsaget af en kostant kraft på kuglen, men hvad vil der
ske, hvis en deformerbar kugle ruller på et fladt, roterende underlag? Vi vil vise,
at kuglen igen vil lave cirkelbevægelser på pladen med vinkelhastigheden, ~ωc, og
der vil være en driftshastighed. Her har deformation af kuglen i kontaktfladen en
væsentlig betydning, og den overtager tyngdekraftens funktion som konstant kraft.
For at kunne forklare kuglens bevægelsesmønster, tager vi udgangspunkt i den
deformation, kuglen får under rulning (jævnfør afsnit 2.2.1 24). Her vil den re-
sulterende normalkraft være forskudt i forhold til massemidtpunktet, da kuglen
deformeres asymmetrisk. Det kan ses af figur 2.8. Den resulterende normalkraft
kan tegnes som summen af normalreaktionerne i kontaktfladen, hvorfor den resul-
terende normalkraft er forskudt mod højre, når kuglen triller mod højre. Dette
forårsager det tidligere nævnte kraftmoment, ~τ0, som vil bremse rotationen.
Som det kan ses af figur 2.8, er den eneste resulterende kraft på kuglen frik-
tionskraften, ~fs, da der ikke er nogen vertikal bevægelse, hvorfor den resulterende
normalkraft, ~N , og tyngdekraften må udligne hinanden. Vi kan derfor opskrive
følgende betingelse:
~fs = m
d2~r
dt2
(2.57)
I modsætning til den situation, vi betragtede i afsnit 2.1.2.2 på side 24, forårsager
normalkraften som sagt et kraftmoment omkring massemidtpunktet. Vi har derfor
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Figur 2.8. På begge figurer ses en kugle, der deformeres under en rotation. Til venstre ses, hvordan
deformationen af kuglen giver mange små normalreaktioner i hele kontaktflade. Til højre ses de
resulterende kræfter på kuglen, der består af en friktionskraft parallel med kontaktfladen og den
resulterende normalkraft, der er summen af alle normalreaktionerne.
nu følgende impulsmoment:
d~L
dt
= I
d~ω
dt
= ~R× ~fs + ~τ0 (2.58)
Samtidig gælder rullebetingelsen som i ligning 2.10 på side 18. Vi kan nu indsætte
udtrykket for d~ω
dt
fra ligning 2.58 og udtrykket for friktionskraften fra ligning 2.57
i udtrykket for rullebetingelsen:
~Ω× d~r
dt
=
d2~r
dt2
+
1
I
(
~R× ~fs + ~τ0
)
× ~R (2.59)
=
d2~r
dt2
+
1
I
(
R2m
d2~r
dt2
+ ~τ0 × ~R
)
(2.60)
=
d2~r
dt2
(
I +mR2
I
)
+
1
I
~τ0 × ~R (2.61)
Vi bruger nu, at kuglens cirkelbevægelses vinkelhastighed, ~ωc, kan beskrives ud fra
pladens vinkelhastighed, ~Ω, som ~ωc = 27
~Ω (jævnfør ligning 2.24 på side 21), da der
er tale om en massiv kugle. Samtidig ved vi, at der for en roterende, massiv kugle
gælder, at
I
I +mR2
=
2
7
(2.62)
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Det kan vi bruge til at lave følgende omskrivinger:
I
I +mR2
· ~Ω× d~r
dt
=
d2~r
dt2
+
1
I +mR2
· ~τ0 × ~R (2.63)
~ωc × d~r
dt
=
d2~r
dt2
+
1
I +mR2
· ~τ0 × ~R (2.64)
Der gælder, at ~v = ~vc + ~u, hvor ~v er kuglens translationelle hastighed, og ~vc er
hastigheden i cirkelbevægelsen, hvilket er illustreret på figur 2.9.
Figur 2.9. Kuglens translationelle hastighed ~v er lig med ~vc + ~u.
Vi kan nu indsætte udtrykket for ~v i ligning 2.64 på begge sider af lighedstegnet.
~ωc × ~vc + ~ωc × ~u = d
dt
(~vc + ~u) +
1
I +mR2
~τ0 × ~R (2.65)
~ωc × ~u = 1
I +mR2
~τ0 × ~R (2.66)
Da vi antager, at størrelserne af ~τ0, ~ωc og ~R er konstante, må det samme gælde for
driftshastigheden, ~u. Hvis vi vil finde udtrykket for ~u, krydser vi med ~ωc på begge
sider og isolerer ~u:
|ω2c |~u =
1
I +mR2
(
~τ0 × ~R
)
× ~ωc (2.67)
~u =
1
(I +mR2) |~ωc|~τ0|
~R| (2.68)
Sammenligner man udtrykket for ~u i ligning 2.68 med udtrykket i ligning 2.48, kan
man se, at driftshastigheden igen er proportionel med en kraft, der i dette tilfælde
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er indeholdt i kraftmomentet.
På figur 2.8 kan man, som tidligere nævnt, se, at det er normalkraften, ~N , som
forårsager kraftmomentet. Da kuglen ikke bevæger sig vertikalt, må ~N have sam-
me størrelse som tyngdekraften, m|~g|. I ligning 2.48 på side 24 er |~u| proportional
med m|~g| cos(θ), hvorfor vi kan se, at |~u| i ligning 2.48 og 2.68 er proportionelle.
På den måde kan vi altså se, at kuglen på grund af deformation også vil have en
driftshastighed mod centrum, når kuglen ruller på en roterende plade.
Størrelsen af ~u afhænger af størrelsen på ~τ0 (jævnfør ligning 2.68). Vi kan derfor
opskrive udtrykket for ~τ0 og indsætte det i udtrykket for driftshastigheden for at
bestemme proportionaliteten mellem dem. Af figur 2.8 kan man se, at størrelsen
af ~τ0 kan skrives som kraft, ~N , gange armen, ~b, og vi finder derfor:
|~τ0| = |~b|| ~N | = |~b|m|~g| (2.69)
Da størrelsen af ~τ0 er givet ved ~b, der udtrykker, i hvor høj grad kuglen defor-
meres, og hvor asymmetrisk deformationen er, kan ~b relateres til bremsningen af
kuglens bevægelse. Vi får nu en direkte proportionalitet mellem driftshastigheden
og længden af ~b ved at indsætte ligning 2.69 i ligning 2.68. Vi ser kun på absolutte
værdier:
|~u| = 1
KmR2 +mR2
(
|~Ω|
1 + 1
K
)−1
|~b|m|~g||~R| (2.70)
=
m|~R|
mR2 (1 +K)
(
|~Ω|
1 + 1
K
)−1
|~b||~g| (2.71)
=
(
1 + 1
K
)
|~R||~Ω| (1 +K) |
~b||~g| (2.72)
=
1
K
|~g|
|~R||~Ω||~b| (2.73)
Vi har her atter antaget, at deformationen af kugle er så lille, at |~R| kan betragtes
som en konstant, der har størrelsen R. Derfor kan vi introducere en rullemodstand-
skoefficient, Cr, som i ligning 2.51 på side 28, ved at bruge sammenhængen mellem
~b, R og Cr.
Man kan indsætte værdien af K for en massiv kugle og benytte, at vi kender
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kuglens radius og vinkelhastighed. Da både |~g| og |~Ω| har konstante størrelser og
retning, vil vi herefter benævne dem som g og Ω.
Nu kan vi bestemme Cr ved at finde driftshastigheden:
|~u| = 5
2
g
Ω
|~b|
R
(2.74)
=
5
2
g
Ω
Cr (2.75)
⇒ Cr = 2
5
Ω
g
|~u| (2.76)
Vi har nu et udtryk, vi kan bruge til at bestemme en rullemodstandskoefficient ud
fra antagelsen om, at kuglen deformeres asymmetrisk under rulning.
2.3 Opsamling på rullemodstand
Vi har nu redegjort for, hvordan en kugle roterer, og hvordan friktionskræfter har
en indvirkning på rotationen. Herefter har vi udledt bevægelsesligningerne for en
roterende kugle på et roterende underlag, hvor vi så bort fra deformationen, men
så på en konstant kraftpåvirkning. Vi har derefter forklaret, hvor tabet af energi
stammer fra, og hvordan dette energitab knytter sig til rullemodstand. Til sidst har
vi udledt bevægelsesligningerne for det tilfælde, vi vil undersøge eksperimentelt,
hvor vi antager, at der er tale om en asymmetrisk deformationen af kuglen, og at
kuglens radius varierer så lidt, at vi kan betragte den som konstant. Med teorien og
bevægelsesligningerne på plads kan vi nu undersøge rullemodstanden i forskellige
typer af gummikugler med forskellige radier.
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I dette afsnit vil vi beskrive vores eksperimentelle procedure. Først vil vi præsen-
tere forsøgsopstillingen. Dernæst redegør vi for, hvordan vores fremgangsmåde var
ved det eksperimentelle arbejde, og hvilke kugletyper, vi målte på. Til sidst fortæl-
ler vi, hvordan vi indsamlede og analyserede vores data, så vi kunne bestemme den
hastighed, hvormed de forskellige gummikugler drev mod midten af den roterende
plade, vi anvendte i vores forsøg.
Formålet med forsøget var at undersøge fire forskellige gummikuglers driftshastig-
hed for på den måde at kunne finde rullemodstanden i de pågældende gummityper.
De fire kugler havde forskellige radier og hårdhed.
3.1 Forsøgsopstilling
Den forsøgsopstilling, vi anvendte til at bestemme driftshastighederne på, kan ses
illustreret i figur 3.1. Et fotografi af den faktiske forsøgsopstilling kan ses i figur
3.2.
Figur 3.1. Grafisk illustration af forsøgsopstillingen. På figur (a) kan ses et "kar", som blev drevet
rundt af en elektromotor med konstant, men variabel, vinkelhastighed. Over karret hang der et vi-
deokamera. På figur (b) ses glaspladen, der var placeret og fastgjort nede i karret. Figur (b) ses i
(x, y)-planet. Der blev tegnet koncentriske cirkler om glaspladens rotationsakse for at have en di-
stance at kalibrere i forhold til på videoklippene, hvor vi havde optaget kuglens bevægelse. De fire
startpositioner P1, P2, P3 og P4 er angivet.
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Figur 3.2. Den faktiske forsøgsopstilling, hvor man kan se karret med glaspladen og den elektromotor,
der drev systemet rundt.
Den roterende glasplade havde en diameter på 77 cm og var placeret og fastgjort
i et "kar". Karret blev drevet rundt i en konstant, men variabel, vinkelhastighed
af en elektromotor.
Der blev brugt klodser og kiler under apparatets ben og under selve karret til
at sørge for, at hele forsøgsopstillingen var i vatter, således at tyngdekraften i så
lav en grad som muligt ville give anledning til unøjagtigheder. Vi sikrede os, at
apparatet var i vatter ved hjælp af et vatterpas og en stålkugle, som vi satte på
midten af glaspladen. Denne kugle måtte ikke rulle, og hvis den gjorde det, blev
der justeret igen. Vi målte pladens jævnhed med et måleur. Efter endt justering
var pladen jævn ned til 0.2 mm.
Der blev anvendt et videokamera, som var placeret over glaspladen, til indsamling
af data.
For efterfølgende at kunne bestemme driftshastigheden, lavede vi nogle marke-
ringer på glaspladen. Pladens centrum blev markeret med en tusch, og om dette
centrum tegnede vi to koncentriske cirkler. Den yderste cirkel havde en radius på
8.5 cm. Disse markeringer blev sat, for at vi kunne foretage en længdekalibrering
under databehandlingen. Derudover blev der også sat et tydeligt mærke på kanten
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af karret, for at vi senere kunne bestemme pladens vinkelhastighed. Det gjorde vi
ved at måle tiden mellem, mærket passerede samme sted på forsøgsopstillingen to
gange.
Vores opstilling muliggjorde målinger ved forskellige vinkelhastigheder på forskel-
lige typer af gummikugler.
3.2 Fremgangsmåde
Nu følger en beskrivelse af vores forsøgsfremgangsmåde og en redegørelse for hvilke
gummikugler, vi anvendte.
Glaspladen blev først afsprittet for at fjerne eventuelt støv og snavs. Vi lod pladen
stå urørt i et minut, så spritten kunne fordampe, inden der blev igangsat et forsøg.
Denne procedure blev gentaget efter hver 15. måling.
Apparatet blev herefter indstillet til at rotere med en bestemt vinkelhastighed.
Kontrolenheden, der styrede vinkelhastigheden, kunne indstilles trinløst i et inter-
val mellem et og ni, hvor et var lavest mulige vinkelhastighed, og ni var den størst
mulige. Vi brugte kun de tre højeste vinkelhastigheder syv, otte og ni, hvilket
gav følgende vinkelhastigheder: Ω1 = 7.8 s−1 ± 0.1 s−1, Ω2 = 8.9 s−1 ± 0.2 s−1 og
Ω3 = 10.1 s−1 ± 0.1 s−1.
Personen, der placerede kuglen på pladen, sørgede for at stille sig på én af fire
udvalgte positioner. Dette gjorde vi for at udelukke, at igangsætningspositionen
kunne spille en rolle. De fire positioner var ligeligt fordelt rundt om glaspladen
(jævnfør figur 3.1), og vi vil fremover betegne disse positioner som P1, P2, P3 og
P4.
Da vi målte på én bestemt kugle, foretog vi forsøg ved alle fire positioner. Dette
blev gjort for at kontrollere, om startpositionen spillede en rolle for kuglens bevæ-
gelse, hvilket vi vil afdække i diskussionen (afsnit 5.1.2 på side 62). I de resterende
forsøg blev der kun lavet målinger ved position P1.
Kuglen blev placeret yderst på pladen, hvor den bliver holdt fast med et hult te-
flonrør, indtil den havde opnået konstant vinkelhastighed. Dernæst blev kuglen
sluppet, og den bevægede sig derefter i cirkelbevægelser ind mod midten af glas-
pladen. Der blev optaget videofilm under hele forsøgsforløbet, således at kuglens
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bevægelse efterfølgende kunne analyseres.
Vi foretog forsøg på kugler, der var lavet af to forskellige typer gummi: Nitrilgum-
mi (NBR) og ethylen-propylengummi (EPDM). Kuglerne havde også forskellige
radier og hårdheder, hvor SH55 var den blødeste, og SH80 var den hårdeste. SH
står for Shore-hårdhed. Shore-hårdhedsmålinger består i, at en nål, hvor spidsen
har en bestemt diameter, placeres på materialet og belastes med en bestemt mas-
se. Man måler så, hvor langt nålen presses ind i materialet. Resultatet gives på
en Shore-hårdhedsskala, hvor 1 er blødest og 100 er hårdest (Atkins and Escudier,
2013). De fire forskellige gummikugler kan ses oplistet i tabel 3.1.
Tabel 3.1. De fire forskellige gummikugler, vi har anvendt i vores forsøg.
Navn Type Hårdhed Diameter (/mm)
NBR 55-14 NBR SH55 14.0
NBR 60-15 NBR SH60 15.0
EPDM 80-18 EPDM SH80 18.0
EPDM 60-20 EPDM SH60 20.0
Således håbede vi på at kunne teste både, hvordan gummitype og hårdhed influ-
erede på resultatet. Derudover havde vi også et håb om at kunne teste, hvorvidt
kuglernes radier havde betydning.
For at kunne efterprøve replicerbarheden udførtes hvert forsøg fem gange. Med
hvert forsøg menes samme position, P , og vinkelhastighed, Ω. I appendiks B kan
man se en oversigt over samtlige forsøg, vi foretog.
3.2.1 Fremskaffelse af rådata
Videoklippene, som blev optaget under forsøgenes udførelse, blev behandlet i open
source-programmet Tracker. Dette program kunne finde kuglens placering i hvert
enkelt billede og kunne således give kuglens stedkoordinater til alle tidsskridt.
I programmet kalibrerede vi størrelsesforholdene ved at angive, at afstanden fra
pladens centrum til den yderste koncentriske cirkel var de nævnte 8.5 cm. Et
(x, y)-koordinatsystem blev defineret, hvor origo blev placeret i glaspladens cen-
trum. Kuglen blev sporet ved, at vi markerede den på videoen til starttidspunktet.
Programmet kunne herefter foretage en automatisk analyse af kuglens placering
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på alle billederne, og gav de ønskede data i form af kuglens position til ethvert
givet tidspunkt.
På figur 3.3 kan ses et eksempel på det grafiske output fra Tracker. Man kan se
den målestok og det koordinatsystem, vi placerede, og den bane, kuglen bevægede
sig i.
Figur 3.3. Et eksempel på, hvordan det grafiske output, man får fra programmet Tracker ser ud.
Vi har placeret koordinatsystemet, så origo er i glasplandens centrum. På dette foto er kuglen i
startpositionen. Den vil i løbet af forsøget bevæge sig, som man kan se på den røde kurve. Her
roterer disken med en vinkelfrekvens på Ω=7.9 s−1. Kuglen er af typen EPDM 60-20.
3.3 Databehandlingsprocedure
Målet med vores dataanalyse var for det første at finde driftshastigheden, hvormed
kuglens cirkelbevægelses centrum bevægede sig mod glaspladens midte, således at
rullemodstandskoefficienten kunne bestemmes (jævnfør ligning 2.76 side 37). For
det andet ønskede vi også at validere den teoretiske model, vi udledte, for hvordan
en kugle skulle bevæge sig på en roterende plade. Her ville vi særligt eftervise,
om ωc = 27Ω. Til disse formål anvendte vi stedfunktionen fra pladens centrum til
kuglens placering til tiden, t:
~r(t) = ~r0 + ~d(t) + ~ut (3.1)
Jævnfør figur 2.3 20 er ~r0 vektoren fra pladens centrum til cirkelbanens centrum,
~d er cirkelbanens radius, og ~u er driftshastigheden. Vektorkoordinaterne i ligning
3.1 kan skrives således:
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(
x(t)
y(t)
)
=
(
x0
y0
)
+ d
(
cos (ωct+ φ)
sin (ωct+ φ)
)
+
(
ux
uy
)
t, (3.2)
hvor φ angiver fasen og dermed kuglens startposition i den cirkulære bevægelse til
tiden t = 0. Ved at differentiere ligning 3.2 med hensyn til tiden fås et udtryk for
kuglens hastigheds x- og y-komposant:(
vx(t)
vy(t)
)
= dωc
(
− sin (ωct+ φ)
cos (ωct+ φ)
)
+
(
ux
uy
)
(3.3)
Ligning 3.3 kan bruges til at finde driftshastigheden, |~u|. Rent matematisk vil
ligning 3.3 beskrive en cirkelbevægelse med et centrum, der er forskudt fra origo
til punktet (ux, uy). Dette koordinat er driftshastighedens x- og y-komposanter.
Vi startede med at finde den første afledte af vores datasæt. Det gjorde vi ved
hjælp af numerisk differentiation (jævnfør appendiks A.1). Da vi havde (vx, vy)-
koordinaterne, kunne vi bestemme centrumkoordinatet.
Måden, vi beregnede cirklens centrum på, var som følger:
1. Der blev udvalgt tre punkter:
 A = (vx,1(t1), vy,1(t1))
 B = (vx,2(t2), vy,2(t2))
 C = (vx,3(t3), vy,3(t3))
2. Der blev tegnet to korder mellem punkterne A og B og henholdsvis B og C.
3. På disse korder blev der rejst midtnormaler. Disse linjers skæringspunkt er
lig centrum, O, af den cirkel, på hvis periferi punkterne A, B og C befinder
sig. Se visuel repræsentation af proceduren i figur 3.4
4. Punkt 1-3 blev gentaget fem gange på følgende måde:
 Til beregning af første centrum, O1, blev datasættets 10., 20. og 30.
koordinatsæt anvendt.
 Til beregning af den næste centrum, O2, blev koordinatsæt nummer 20,
30 og 40 benyttet. For hvert nyt O blev der således begyndt ti datasæt
længere fremme end ved det forrige O.
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5. Til sidst blev gennemsnittet af O-værdierne 1-5 fundet.
Figur 3.4. Grafisk repræsentation af proceduren for bestemmelse af en cirkels centrum ved hjælp af
tre kendte punkter på periferien.
Punkterne 4-5 blev udført for at tage højde for, eventuel støj i vores data, så cen-
trum ikke blev bestemt på baggrund af datapunkter, der varierede for meget. Vi
vurderede, at det var bedst at bruge en gennemsnitlig værdi (jævnfør appendiks
A.1).
Vi havde kun mulighed for at lave en numerisk differentiation mellem de målepunk-
ter, vi fik ud, og på grund af støjen fra datasættet ville differentiationen medføre
endnu mere støj. Dette undgik vi ved at udjævne datasættet. Denne udjævning
lavede vi ved at finde middelværdien over et interval af fem datapunkter ved brug
af smooth-funktionen iMatLab. Hver værdi blev udjævnet i forhold til de omkring-
liggende punkter. På den måde blev punkter, der varierede markant i forhold til
cirkelbevægelsen udjævnet. Disse afvigende punkter skyldes variation i Tracker 's
sporing. Tracker angiver kuglens (x, y)-koordinater, til tiden t, ud fra centrum af
de markerede pixels. Da antallet af pixels varierer i hvert billede, kan vi se udsving
i (x, y)-koordinater. Det kan derfor godt retfærdiggøres at udjævne vores data, da
afvigelserne ikke er et udtryk for pludselige ændringer i kuglens position.
Når centrumkoordinaterne var fundet, kunne rullemodstandskoefficienten findes
ved at indsætte |~u| i ligning 2.76 på side 37. Hele proceduren for at bestemme
centrumkoordinaterne, |~u| og Cr er lavet i MatLab og kan ses samlet i scriptet der
kan ses i appendiks A.1.
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3.3.1 Fitting af data
For at sammenligne datasættet fra Tracker med det teoretiske udtryk, vi har op-
stillet for kuglens hastighed i ligning 3.3 på side 43, lavede vi et fit af datasættet.
Det gjorde vi ved at fitte det teoretiske udtryk til vores eksperimentelle data ud
fra en række parametre, der var betydende for (vx, vy)-plottet. Først udtrykte vi
den teoretiske funktion, og i den indsatte vi nogle bud på de forskellige parametres
størrelser. De forskellige parametre var (ux, uy), radius af (vx, vy)-plottets cirkel-
bevægelse, | ~ωc| og φ i det teoretiske udtryk. Gættene på (ux, uy) og radius fandt
vi ud fra resultaterne i vores bestemmelse af centrumkoordinaterne. | ~ωc| var den
teoretiske værdi (jævnfør ligning 2.24 på side 21, og φ bestemmes ud fra betragt-
ning af (vx, vy)-plottet. Dette kan ses i scriptet i appendiks A.2. Ved at plotte de
eksperimentelle og teoretiske værdier i samme plot, kunne man tilpasse parame-
trene, så det teoretiske stemte bedst muligt overens med datasættet.
Herefter bestemmes variansen mellem det teoretiske og eksperimentelle plot, hvil-
ket svarer til følgende matematiske operation:
V ar(d, ωc, ux, uy) =
n∑
i=1
((vx,i − vx (ti))2 + ((vy,i − vy (ti))2 (3.4)
Bestemmelsen af variansen kan ses i scriptet i appendiks A.3. Når variansen var
fundet, brugte vi funktionen fminsearch i MatLab, der tilpassede vores valgte pa-
rametre, så variansen mellem de eksperimentelle og teoretiske data var mindst
muligt. Denne fitting af vores valgte parametre kan findes i et script (jævnfør
A.4). Når den mindst mulige varians var fundet, kunne man finde de nye, tilpasse-
de parameterværdier og bruge dem til at sammenligne med værdierne for ux og uy
fundet som centrumkoordinater. Når ωc og radius også blev fittet kunne vi bruge
fittet til at vurdere, om vores data stemte overens med vores model. Det vil vi
se nærmere på i afsnit 5.1.3.2 på side 72. Hele fittingproceduren er beskrevet i
appendiks A.6.
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I dette afsnit vil vi præsentere vores data for de forskellige gummikugler og finde
driftshastigheden og rullemodstandskoefficienten ved hjælp af metoderne beskre-
vet i afsnit 3.3 se side 42. Herefter vil vi forsøge at fitte vores data for på den måde
at få en mere nøjagtig værdi for driftshastigheden og dermed rullemodstandskoef-
ficienten.
4.1 Data for gummikugle på glasplade
Som tidligere nævnt i afsnit 3.3 se side 42 lavede vi målinger på fire forskellige
gummityper af forskellig hårdhed og radius. For at finde driftshastigheden, |~u|,
benyttede vi ligning 3.3 se side 43, hvor cirkelbanens centrum giver driftshastighe-
den. I første omgang valgte vi kun at analysere forsøg foretaget ved position P1.
I tabel 4.1 ses driftshastigheden, |~u|, og rullemodstandskoefficienten, Cr, for gum-
mikugle EPDM 60-20 ved position P1 med den roterende plades vinkelhastighed,
Ω2. Middelværdien og standardafvigelsen for |~u| og Cr er ligeledes angivet i tabel
4.1. Standardafvigelsen af driftshastigheden og rullemodstandskoefficienten er seks
procent af middelværdien.
Tabel 4.1. Værdier for driftshastigheden, |~u|, og rullemodstandskoefficienten, Cr, for gummikugle
EPDM 60-20 ved position P1. Den roterende plade har vinkelhastigheden Ω2 = 9.0 s
−1. Middelvær-
dien samt standardafvigelsen af de fem forsøg er angivet for |~u| og Cr.
Forsøg |~u| (/10−2 m s−1) Cr
1 5.46 0.0199
2 4.72 0.0172
3 5.12 0.0187
4 4.85 0.0177
5 4.87 0.0178
Gennemsnit 5.0 0.018
STD 0.3 0.001
På figur 4.1 til 4.4 kan man se eksempler på (vx, vy)-plots for de fire forskellige
gummikugler NBR 55-14, NBR 60-15, EPDM 80-18 og EPDM 60-20, ved position
P1 og vinkelhastighed Ω1.
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Figur 4.1. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen NBR 55 med
en diameter på 14 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω1 = 7.9 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
Figur 4.2. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen NBR 60 med
en diameter på 15 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω1 = 7.9 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
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På figur 4.1 kan man se, at de forskellige målinger, samt cirkelbevægelsers centrum
ligger tæt på hinanden. Dog kan man se en form for spiraltendens.
På figur 4.2 kan man se et plot, hvor de forskellige målinger ikke fulgte hinanden
lige så godt som på figur 4.1, hvilket kan skyldes, at målingerne var mere støjfyldte.
Figur 4.3. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen EPDM 80 med
en diameter på 18 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω1 = 7.9 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
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Figur 4.4. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen EPDM 60 med
en diameter på 20 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω1 = 7.9 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
På figur 4.3 kan man se meget støj, og specielt forsøg fire (F4) skilte sig ud ved
at have et væsentligt andet centrum.
På figur 4.4 kan man se, at de forskellige centre er placeret på nogenlunde samme
sted. Dog var der meget støj i starten af forsøg fire.
For at undersøge sammenhængen mellem driftshastigheden og vinkelhastigheden
har vi bestemt driftshastigheden ved tre forskellige vinkelhastigheder. Et eksempel
på data ved en højere vinkelhastighed kan ses på figur 4.5 og 4.6. Figurene viser
data fra gummikuglen EPDM 60-20 ved Ω2 og Ω3, som man kan holde op imod
figur 4.4, hvor der er målt på samme kugle ved en anden vinkelhastighed.
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Figur 4.5. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen EPDM 60 med
en diameter på 20 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω2 = 9.0 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
Figur 4.6. Et (vx, vy)-plot af bevægelsen på den roterende plade for gummikuglen EPDM 60 med
en diameter på 20 mm ved position P1. Pladen roterede med en vinkelhastighed Ω3 = 10.1 s
−1.
Hastighedernes centrum ved de fem forsøg er markeret med cirkler.
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På de tre forskellige figurer for kugle EPDM 60-20 (figur 4.4 til 4.6) kan man
se, hvordan kuglens cirkelbevægelser varierer ved de forskellige vinkelhastigheder.
Generelt kan man se lidt støj på figurene, men de forskellige centre ligger pænt i
forhold til hinanden.
Ud fra antagelsen om, at kuglen vil bevæge sig i cirkelbevægelser, estimerede vi et
centrum af de forskellige cirkler. Det er vist på figur 4.1 til 4.6. Koordinaterne for de
forskellige centre angiver driftshastighederne (jævnfør ligning 3.3 se side 43). De
forskellige gummikuglers driftshastigheder ved varierende vinkelhastigheder kan
ses i tabel 4.2.
Tabel 4.2. I tabellen ses gennemsnitsværdierne for driftshastigheden, |~u|, og dens standardafvigelse,
STD, samt rullemodstandskoefficienten, Cr, for de forskellige kugler ved forskellige vinkelhastigheder.
Kugle Gns. af |~u|±STD (/10−2m s−1) Cr
Ω1 Ω2 Ω3 Ω1 Ω2 Ω3
NBR 55-14 7.0 ± 2 6.0 ± 1 3.5 ± 0.6 0.02 0.02 0.014
NBR 60-15 8 ± 2 6.4 ± 0.8 5.9 ± 0.8 0.02 0.023 0.024
EPDM 80-18 4.7 ± 0.7 4.5 ± 0.8 3.0 ± 1 0.015 0.016 0.01
EPDM 60-20 5.6 ± 0.6 5.0 ± 0.3 5.1 ± 0.3 0.018 0.018 0.021
Som man kan se i tabel 4.2, varierer driftshastighederne og rullemodstandskoef-
ficienterne lidt i forhold til det, vi forventede fra teorien, jævnfør ligning 2.76 se
side 37. For kuglen NBR 55-14 kan man se, at driftshastigheden falder som for-
ventet med voksende vinkelhastighed, dog ses der en stor standardafvigelserne ved
vinkelhastighed Ω1 og Ω2. Rullemodstandskoefficienten er konstant mellem vinkel-
hastighederne, Ω1 og Ω2, som forventet, men grundet den store standardafvigelse
er det svært at validere dette resultat. Den laveste værdi for rullemodstandskoef-
ficienten er 0.014 og den højeste værdi er 0.02.
For kuglen NBR 60-15 ser vi til gengæld, at driftshastigheden falder med vinkelha-
stigheden, som vi forventer, og at rullemodstandskoefficienten næsten er konstant.
Her svinger værdien for rullemodstandskoefficienten mellem 0.02 og 0.024. Det er
dog værd at bemærke, at standardafvigelsen ved Ω1 er ret høj (±0.6).
For kugle EPDM 80-18 falder driftshastigheden, som vi forventede. Dog falder ha-
stigheden meget ved forsøget med vinkelhastighed Ω3, hvilket medfører en lavere
rullemodstandskoefficient (0.01) end ved forsøgene med vinkelhastigederne Ω1 og
Ω2 (0.015 og 0.014). Driftshastigheden ved forsøget ved Ω2 var 4.5 10−2m s−1 ±0.8,
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hvorefter den faldt til 3.0 10−2m s−1 ±1 ved forsøget ved Ω3. Standardafvigelsen
ved vinkelhastighed Ω3 gør det svært at vurdere, om rullemodstandskoefficienten
var konstant ved de tre vinkelhastigheder.
For kugle EPDM 60-20 får vi en konstant rullemodstandskoefficient ved Ω1 og Ω2
(0.018), men en højere værdi ved Ω3 (0.021), da driftshastigheden stiger i forhold
til forsøget med vinkelhastigheden Ω2. Driftshastigheden ved forsøget ved Ω2 var
5 10−2m s−1 ±0.3, hvorefter den steg til 5.1 10−2m s−1 ±0.3 ved forsøget ved Ω3.
På figurerne 4.1 til 4.6 kan man se, hvordan hastighederne laver en spiral i stedet
for en cirkelbevægelse, hvilket vi havde forventet. Hvad det skyldtes, vil vi komme
ind på i diskussionsafsnittet (5.1.3.3 se side 76).
Vi kan altså godt estimere en rullemodstandskoefficient ud fra vores data, men i
og med, at der er en klar tendens til en spiralbevægelse fremfor en cirkelbevægelse
på (vx, vy)-plottene, har vi også valgt at lave et fit af vores data, hvor vi inklu-
derer, at cirkelbanens radius vokser. Dette kan give os et mere præcist estimat af
driftshastigheden og dermed af rullemodstandskoefficienten.
4.2 Fittinganalyse
Som beskrevet i afsnit 3.3 se side 42 vil vi lave fitting af vores data i forhold til
teoretiske parametre og ud fra de værdier, som vi har fundet i foregående ana-
lyseafsnit. Det er ud fra en antagelse om, at vi kan eftervise resultaterne fundet
ved bestemmelse af centrumkoordinaterne (beskrevet i afsnit 3.3 på side 42), men
som det kan ses i afsnit 4.1 på side 46, ser vi ikke den forventede cirkelbevægelse i
(vx, vy)-plottet. Ud fra det teoretiske udtryk i ligning 3.3 skal (vx, vy)-plottet vise
en cirkelbevægelse, som det kan ses på figur 4.7. Her ses et vx,vy-plot for EPDM
60-20 ved vinkelhastighed Ω3.
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Figur 4.7. Plot af hastighedskomposanterne, vx og vy, for gummikugle EPDM 60-20 ved vinkelha-
stigheden Ω3. Her er kun plottet de første 78 datapunkter, som viser en cirkelbevægelse.
På figur 4.7 er der kun plottet de første 78 ud af 153 datapunkter, da vi herefter
begyndte at se, at datapunkterne flyttede sig i en spiral væk fra centrum, hvilket
ikke var forventet. Det hænger sammen med, at vi i næsten alle de forsøg, vi fore-
tog, så, at radius i kuglens cirkelbaner voksede, når kuglen bevægede sig ind mod
pladens centrum. Et eksempel på dette kan ses på figur 4.8, der er et billede af
kuglens bevægelse sporet i Tracker.
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Figur 4.8. Plot af bevægelse for kuglen EPDM 80-18 på roterende underlag ved vinkelhastigheden
Ω1. Her ses, hvordan radius i kuglens cirkelbaner voksede, når kuglen bevægede sig ind mod pladens
centrum.
Når radius i cirkelbanen vokser på (x, y)-plottet, vil det også kunne ses i plottet
af hastighedskomposanterne, der vil lave spiralbevægelser. Et godt eksempel kan
ses på figur 4.9.
For den laveste vinkelfrekvens, Ω1, som forsøget udføres ved, ser vi i høj grad den-
ne forøgelse af cirkelbevægelsens radius på (vx, vy)-plottet. Dette kan ses på figur
4.9. Vi antager, at væksten af radius er eksponentiel, og dermed antager vi, at
funktionen for (vx, vy)-plottet er en logaritmisk spiral, da den bevægelse netop er
beskrevet ved en eksponentielt voksende radius (jævnfør ligning 4.2).
Dette fænomen havde vi ikke taget højde for i udledningen af kuglens bevægelse
eller bestemmelsen af denne. Det er derfor nødvendigt, at vi ændrer på udtrykket
for hastighedsfunktionen 3.3 på side 43, inden vi begynder at fitte vores data.
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Figur 4.9. På figuren ses et plot af vy som funktion af vx for forsøgsdata (blå datapunkter), teoretisk
tilpasset data (rød kurve) og fittet data (sort kurve) af EPDM 60-20 ved position P1. Selve forsøget
er foretaget ved den laveste vinkelhastighed, Ω1. Det kan ses, at datapunkterne danner en logaritmisk
spiral.
Generelt kan man beskrive udtrykket for en logaritmisk spiral som følger:
x(t) = r(t) cos(t) = aet cos(t) (4.1)
y(t) = r(t) sin(t) = aet sin(t) (4.2)
Her er a størrelsen af radius til tiden nul, og  er eksponenten, der beskriver,
hvordan radius vokser med tiden.
Vi kan nu indføre  i ligning 3.2 (se side 43), og for at simplificere udtrykket
omskriver vi det til kompleks notation. På den måde kan vi samle  og argumentet
til cosinus og sinus, ωct+φ, i samme eksponent og se på udtrykket som én ligning,
der indeholder både vx og vy. For at gøre udtrykket endnu mere simpelt indsætter
vi s, der svarer til iωc + , og skriver driftshastigheden som w = ux + iuy. Vi kan
derfor skrive:
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z = x+ iy = z0 + de
st+iφ + wt (4.3)
⇒ dz
dt
= vx + ivy (4.4)
= dsest+iφ + w (4.5)
= aest+iφ + w (4.6)
I ligning 4.6 har vi samlet produktet d s til størrelsen a, da det i overensstemmelse
med ligning 4.2 beskriver størrelsen af radius på den logaritmiske spiral. Denne
funktion kan vi nu indføre som vores teoretiske funktion til fittet af vores data,
hvor  er en yderligere parameter. Det har vi samlet i et script og brugt i vores
fitting i stedet for den oprindelige teoretiske funktion (jævnfør appendiks A.5 og
afsnit 3.3.1 på side 45).
Ved at lave fitting som beskrevet i afsnit 3.3.1 side 45 har vi fundet fittede værdier
for vores forskellige parametre. Her er det i første omgang interessant at se på,
hvilken driftshastighed, de fittede data beskriver.
Tabel 4.3 viser resultaterne for de fittede værdier for driftshastigheden for kuglen
EPDM 60-20 ved højeste og laveste vinkelhastighed, Ω1 og Ω3. For Ω1 ved position
P1 finder vi en gennemsnitsværdi af driftshastigheden til |~u| = 5.3 cm s−1, og for
Ω3 finder vi, at |~u| = 4.9 cm s−1. Sammenligner man disse værdier med tilsvarende
resultater for driftshastigheden beregnet ved at finde centrumkoordinatet for en
cirkel, se tabel 4.2 på side 51, ser man ikke en stor afvigelse mellem disse. For Ω1
er driftshastigheden |~u| = 5.6 cm s−1, og for Ω3 er |~u| = 5.1 cm s−1.
Disse resultater svarer til, at vi finder rullemodstandskoefficienten til at være 0.017
og 0.020 ved henholdsvis Ω1 og Ω3. Igen er der overensstemmelse mellem resulta-
terne fra de to analyser.
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Tabel 4.3. Værdier for |~u| beregnet ud fra fitting af data og Cr beregnet på baggrund af gennem-
snitsværdier for |~u|, der er angivet i tabellen ± standardafvigelsen. Her er |~u| angivet i 10−2 m s−1.
Der er fittet data fra fem forsøg fra position P1 ved vinkelhastighederne Ω1 og Ω3. Alle data er for
kuglen EPDM 60-20.
|~u| ved givet forsøg P1, Ω1 P1, Ω3
1, |~u| (/10−2 m s−1) 5.0 4.7
2, |~u| (/10−2 m s−1) 5.5 5.1
3, |~u| (/10−2 m s−1) 5.4 4.8
4, |~u| (/10−2 m s−1) 5.3 5.2
5, |~u| (/10−2 m s−1) 5.3 4.7
Gns. af |~u| ±STD(/10−2 m s−1) 5.3 ± 0.2 4.9 ± 0.2
Cr 0.017 0.020
Med vores fitting fandt vi også parameterværdier for ωc. Ved at sammenholde stør-
relserne af disse parametre med hvad vi forventede ud fra teorien i vores model,
kan vi validere vores udledning af modellen og dermed resultaterne i tabel 4.2 og
tabel 4.3 beregnet ud fra ligning 2.76 på side 37. Vi har samlet de bedst mulige
fittingparametre for ωc ved en given vinkelhastighed i tabel 4.4, hvor den teoretiske
størrelse af ωc også er angivet.
Tabel 4.4. Numeriske værdier af ωc beregnet ud fra fitting af data. Der er fittet data fra fem forsøg fra
position P1 ved vinkelhastighed Ω1 og Ω3. For hver vinkelhastighed er beregnet én gennemsnitsværdi
± standardafvigelsen, STD. Alle data er for kuglen EPDM 60-20.
|ωc| ved givet forsøg P1, Ω1 P1, Ω3
1, |ωc| (/s−1) 2.2 2.9
2, |ωc| (/s−1) 2.2 2.9
3, |ωc| (/s−1) 2.3 2.8
4, |ωc| (/s−1) 2.3 2.8
5, |ωc| (/s−1) 2.2 2.9
Gns. af |ωc| ± STD (/s−1) 2.2 ± 0.03 2.8 ± 0.03
Teoretisk |ωc| 2.2 2.8
ωc,fitting
ωc,teori
1.0 0.99
Som man kan se af tabel 4.4, svarede ωc til 27Ω, som vi forventede ud fra teorien
(jævnfør ligning 2.24 på side 21). I tabellen kan man se, at forholdet mellem den
fittede og teoretiske størrelse af ωc var 1:1 ved vinkelhastigheden Ω1 og 1:0.99 ved
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vinkelhastigheden Ω3. Vi kunne på den baggrund bekræfte teorien i vores udled-
ning, dog uden at forklare, hvorfor vi så spiralbevægelser på (vx, vy)-plottet.
Derfor er det interessant at se på størrelserne af , da de beskriver, hvor hurtigt
radius voksede i (vx, vy)-plottet.
Tabel 4.5. Værdier for eksponenten, , beregnet ud fra fitting af data. Der er fittet data fra fem
forsøg ved position P1 ved vinkelhastighed henholdsvis Ω1 og Ω3. Alle data er for kuglen EPDM
60-20 , hvor der er fundet en gennemsnitsværdi ± standardafvigelse for alle forsøg.
 ved givet forsøg P1, Ω1 P1, Ω3
1,  (/s−1) 0.16 0.13
2,  (/s−1) 0.10 0.15
3,  (/s−1) 0.13 0.12
4,  (/s−1) 0.10 0.13
5,  (/s−1) 0.13 0.15
Gns. af  ±STD(/s−1) 0.13 ± 0.03 0.14 ± 0.01
Af tabel 4.5 kan man se, at vores fittede data tydeligt indikerer, at der er tale om
en eksponentielt voksende radius i (vx, vy)-plottene. Det kan man se, da størrel-
sen af  varierer meget lidt mellem de forskellige fits med små standardafvigelser
på 0.03 og 0.01 for henholdsvis Ω1 og Ω3. Herudover ser vi ikke nogen forskel på
eksponentens gennemsnitlige størrelse ved vinkelhastighederne Ω1 og Ω3, der er
henholdsvis 0.13 og 0.14.
I vores beregninger af (vx, vy)-plottets centrum (jævnfør afsnit 3.3 side 42), tog
vi ikke højde for spiralbevægelsen, som fittingværdierne for  indikerer. På trods
af det vurderer vi ud fra resultaterne af vores fittede data, at vores metode til at
bestemme driftshastigheden, og dermed Cr, er tilstrækkelig. Det skylder at vi ser
sammenfald mellem værdierne i tabel 4.3 og tabel 4.2. Vi foretog ikke yderligere
fitting af vores data.
Herudover ser vi ved nogle af vores fittings, at radius bestemt ved hjælp af den
første analysemetode afviger fra den radius, a, som vi fandt i vores fit. Oftest ser
vi, at radius er mindre i vores fittede værdier end i de beregnede. Grundet den fine
overenstemmelse mellem værdierne for driftshastigheden og Cr ved de to analyse-
metoder, vil vi dog ikke gå i detaljer med disse afvigelser nu, men i stedet diskutere
deres betydning i diskussionsafsnittet ( afsnit 5.1.3.3 side 76ff).
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4.3 Opsamling på data og analyse
Ved hjælp af de to analysemetoder har vi fundet værdier for driftshastigheden, |~u|,
og rullemodstandskoefficienten, Cr, for fire forskellige gummikugler med varierende
radius og hårdhed. Dem har vi fundet ved en analyse af centrumkoordinaterne i et
(vx, vy)-plot og eftervist resultaterne for én af gummikuglerne ved at fitte teorien
i forhold til vores data. For alle fire kugler finder vi rullemodstandskoefficienter,
der varierer mellem 0.01 og 0.024 afhængigt af pladens vinkelhastighed og kug-
lens radius og hårdhed. Driftshastighederne varierer væsentligt mere mellem de
forskellige vinkelhastigheder og kugler, som det kan ses af tabel 4.2. Variationerne
mellem |~u| og Cr ved forskellige kugler og vinkelhastigheder er ikke regelmæssige,
hvilket vi vil diskutere i afsnit 5.1.3.1 side 68.
I (vx, vy)-plottene ser vi, at radius vokser med tiden, så der opstår en uventet
spiralbevægelse fremfor en cirkelbevægelse. Ved at omskrive det teoretiske udtryk
(jævnfør ligning 3.3 side 43), så (vx, vy)-plottet beskriver en logaritmisk spiral, har
vi ved fitting fundet størrelser af eksponenten, , med hvilken radius vokser. Vi
ser ingen væsentlig variation mellem  for vinkelhastighederne Ω1 og Ω3. Hvorfor
denne spiralbevægelse opstår, vil vi diskutere i afsnit 5.1.3.3 side 76.
Analysemetoden, vi har brugt til at finde |~u| og Cr, giver fine resultater for disse
to størrelser, men med fittet af vores data kan vi få større indsigt i parametrene,
der bestemmer bevægelsen, der kan ses i et(vx, vy)-plot. Særligt skal det bemær-
kes, at vi finder en variation mellem radius i cirkelbevægelsen bestemt ved de to
analysemetoder, hvilket vi vil diskutere i afsnit 5.1.3.3 side 76.
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5.1 Diskussion
I dette afsnit vil vi først diskutere udledningen af bevægelsesligningerne, der fører
til vores udtryk for rullemodstandskoefficienten. Herefter vil vi diskutere vores
forsøgsfremgangsmåde. Dernæst vil vi diskutere de data, vi har fået, og værdierne
for rullemodstandskoefficienten. Her vil vi også komme ind på diverse usikkerheder
og på, hvordan vinkelhastigheden, kuglens hårdhed og kuglens radius har effekt på
forsøgets udfald. Til sidst vil vi sammenligne de værdier, vi har fundet, med kendte
værdier fra litteraturen og diskutere, hvorvidt vores model og forsøg er gode til at
finde en gummikugles rullemodstandskoefficient.
5.1.1 Diskussion af udledningen af bevægelsesligningerne
I dette afsnit vil vi diskutere vores udledning af bevægelsesligningerne for en kugle
på et roterende underlag. Det er i særdeleshed en diskussion af den asymmetriske
deformation, der indgår i vores udledning. Til sidst diskuterer vi, om vores model
for rullemodstand kan bruges som et godt udtryk for en rullemodstandskoefficient.
I afsnit 2.2.5 (side 37ff) introducerede vi til den asymmetriske deformation ved at
se på et tværsnit af kuglen vinkelret på kuglens rotationsakse, ~ω (jævnfør figur
2.8 på side 34). Denne måde at introducere et rullemodstandsbegreb genfinder vi
i et projekt, der minder meget om vores, skrevet af en gruppe bachelorstuderende
(Vozdeck y et al., 2014). De har i deres projekt undersøgt kraftpåvirkningerne på
og deformationen af en cylinder, der ruller på et tiltet plan. Figur 5.1 kommer
fra deres projekt og skitserer kræfterne på en rullende cylinder, hvilket svarer til
tværsnittet af vores kugle på figur 2.8.
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Figur 5.1. Kraftdiagrammer for en rullende cylinder på et hårdt underlag. Her ses, hvordan summen
af normalkræfter, Fn, (figur a) giver en asymmetrisk deformation og en forskudt normalkraft (figur
b). Den tangentielle kraft, Ft, (figur b) er summen af tangentielle kræfter i kontaktfladen (figur a)
(Vozdeck y et al., 2014).
Vozdeck y et al. (2014) har både set på situationer, hvor cylinderen deformeres i
kontakten med et hårdt underlag og omvendt, hvor underlaget deformeres under
en hård cylinder. I begge tilfælde finder de en asymmetrisk deformation, der giver
anledning til en forskydning af normalkraften, hvorfor der opstår et bremsende
kraftmoment. Ud fra deres analyser kan vi understøtte vores hypotese om, at der
findes en asymmetrisk deformation, der har samme virkning, uanset om det er
underlaget eller det rullende objekt, der deformeres. Det kan bruges til at validere
første skridt i vores udledning, hvor vi går fra den simple situation og det tiltede
tilfælde til en situation, hvor den asymmetriske deformation giver anledning til en
driftshastighed (jævnfør afsnit 2.2.5 på side 2.2.5).
Af figur 5.1 kan man se, at den forskudte normalkraft følger rotationsaksen, hvor
normalkraften er vinkelret på rotationsaken. I modsætning til Vozdeck y et al.
(2014) så vi på et objekt, der bevægede sig i cirkelbaner, mens det roterede, hvor-
for retningen af ~ω varierede. Derfor vurderer vi, at der må gælde det samme for
den forskudte normalkraft, ~b og dermed ~τ0.
I overensstemmelse hermed påpeger Vozdeck y et al. (2014), at hvis rullebetingel-
sen skal være opfyldt, må der være en statisk friktionskraft, der sikrer rulningen,
hvilket svarer til ~Ft på figur 5.1. I vores tilfælde kan vi ikke tegne samme retning
på friktionskraften, da gummikuglernes bevægelser er anderledes end cylinderens i
projektet af Vozdeck y et al. (2014). I vores udledning har vi samlet de tangentielle
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kræfter i ~fs, der er den resulterende kraft, der både sikrer kuglens rotation om
sit massemidtpunkt og dens bevægelse i cirkelbaner (jævnfør afsnit 2.2.5). I vores
forsøg kan ~fs altså pege i alle retninger i (x,y)-planet.
I diskussionen af asymmetrisk deformation er det også relevant at se på vores mo-
del for rullemodstand, der netop er bestemt ved en asymmetrisk deformation. I
projektet af Vozdeck y et al. (2014) opstiller de en række kriterier for, hvad der er
en god model til at udtrykke en rullemodstandskoefficient.
Deres første kriterie er, at rullemodstandskoefficienten skal være bestemt ud fra
de reaktionskræfter, der opstår i kontaktfladen mellem kuglen og underlaget. Da
vi udleder rullemodstandskoefficienten på baggrund af normalkraften og ~fs, er det
netop reaktionskræfterne, vores model bliver udledt på baggrund af. På den måde
er vi altså enige med Vozdeck y et al. (2014) i vores valg af model.
Deres næste kriterie er, at den resulterende kraft skal bidrage til deceleration af
kuglens translationelle bevægelse. Her er vores model ikke helt i overensstemmelse
med deres. Vi ser dog ikke noget problem i dette, da vi ser, at den forskudte
normalkraft giver et kraftmoment, ~τ0, der vil decelerere kuglens rotation. Hvis der
rent faktisk er tale om rulning uden glidning, vil kuglens translationelle bevægelse
også blive decelereret på grund af ~τ0.
Det leder til de sidste to kriterier som Vozdeck y et al. (2014) præsenterer. For
det første, at det resulterende kraftmoment forårsaget af reaktionskræfterne skal
decelerere kuglen, ligesom vi ser det med ~τ0. For det andet skal modellen være
begrænset til at gælde, når rullebetingelsen er opfyldt.
Da vi antager, at det sidstnævnte gør sig gældende i alle vores forsøg, vurderer
vi, at den model, vi har brugt til at finde rullemodstandskoefficienten, svarer til
modeller præsenteret både af Weltner (1987) og Vozdeck y et al. (2014) for, hvad
en rullemodstand er.
Denne diskussion af vores model leder os til en diskussion af, hvordan vi har udført
forsøgene i praksis.
5.1.2 Diskussion af forsøgsfremgangsmåde
For at finde ud af om målemetoden, vi benyttede til at bestemme forskellige gum-
mikuglers rullemodstandskoefficient, er god, kan vi se på, hvordan vores tilgang
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til forsøget har været, og hvordan man kan optimere den fremgangsmåde, vi har
benyttet.
For at få sammenlignelige værdier, kunne man med fordel have målt på flere gum-
mikugler, hvor de forskellige karakteristika kunne varieres ét ad gangen. For ek-
sempel kunne man have brugt kugler, som havde samme hårdhed, samme radius,
men var lavet af forskellige gummityper. Det lykkedes desværre ikke for os at skaf-
fe kugler, der muliggjorde, at vi kunne variere ét karakteristikum ad gangen. En
oversigt over de kugler, vi havde til rådighed, kan ses af tabel 3.1 på side 41. På
samme måde ville vi gerne have målt driftshastigheden i et bredere vinkelhastig-
hedsinterval for tydligere at kunne be- eller afkræfte sammenhængen mellem Ω,
ωc og |~u| (jævnfør ligning 2.76 på side 37). De tre vinkelhastigheder, vi målte ved
i forsøget, afveg ikke meget fra hinanden. Den procentvise afvigelse mellem den
størtste og den mindste vinkelhastighed var kun 23 procent.
Kuglens startbetingelser havde en stor betydning for kuglens bevægelse mod mid-
ten af den roterende plade. For at sikre at kuglen nåede at accelerere op til vinkel-
hastigheden 2
7
Ω, brugte vi et teflonrør til at holde kuglen fast i samme position i
forhold til laboratoriets referenceramme. Det var dog ikke muligt at holde kuglen
fuldstændigt fast i den samme position i røret, hvilket kan have medført forskellige
startbetingelser for hvert enkelt forsøg. For eksempel kunne teflonrøret, hvis det
blev løftet for hurtigt, have tilført kuglen et kraftmoment i den samme retning,
som kuglen allerede roterede i. Dette kraftmoment kan have haft betydning for
kuglens bevægelse, da kuglen derved kunne have opnået en højere vinkelhastighed
end de 2
7
Ω. Vi så også tilfælde, hvor teflonrøret blev løftet for langsomt. Her ville
røret give kuglen et modsatrettet kraftmoment, hvilket ville give anledning til en
mindre vinkelhastighed. Dog var der andre tilfælde, hvor kuglen ikke blev tilført
et kraftmoment fra røret, da kuglen ikke var i kontakt med røret. Koallisionen
mellem kugle og rør kan ses illustreret i figur 5.2.
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Figur 5.2. Illustration af et tværsnit af det teflonrør, vi brugte til at holde kuglerne, når de blev sat
på den roterende plade. Her kan man se, hvordan kuglen kolliderede med teflonrøret. De skete både,
mens kuglen blev holdt af røret, og når røret blev løftet op.
Vi så også, at de forskellige gummikugler både smittede af på teflonrøret og un-
derlaget. Dette medførte, at underlaget blev fedtet under igangsætningen, hvilket
kan have påvirket den senere bevægelse. Kuglen kan også være blevet deformeret,
så den ikke længere ville kunne betragtes som værende homogen og rund.
Kuglens startposition er en anden startbetingelse, vi diskuterer. Kuglerne blev
forsøgt startet ud for en given position i forhold til forsøgsopstillingen ved hvert
enkelt forsøg, men da det blev gjort på øjemål, kan startpositionen have haft en
indvirkning på kuglens bevægelsesmønster. Dog burde det umiddelbart ikke give
nogen forskel på driftshastigheden, såfremt forsøgsopstillingen ikke hælder.
Vi så, at selve glaspladen, der udgjorde vores roterende plan, ikke var fuldstændigt
vandret, hvilket kan have influeret vores forsøgsresultat. Vi målte, før forsøgene
blev igangsat, en forskel på 1/5 mm mellem det højeste og laveste punkt på glas-
pladen ved brug af et måleur. Det viste sig ved disse målinger, at forskellen blev
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forøget, hvis vi stod for tæt på forsøgsopstillingen. Det vil altså sige, at vi kunne
observere at glaspladen gav sig, og eftersom det skete, når der var personer tæt
på opstillingen, må det betyde, at forsøgsopstillingen også havde en tendens til at
give sig.
Ifølge Weltner (1987) har pladens hældning en stor betydning for driftshastighe-
den. Eftersom vi så en tendens til, at forsøgsopstillingen hældte, undersøgte vi
betydningen af denne hældning. Det gjorde vi ved at starte kuglen EPDM 60-20
ved fire forskellige positioner i forhold til forsøgsopstillingen. Disse positioner i
forhold til forsøgsopstilingen kan ses illustreret på figur 3.1.
Resultaterne fra forsøgene ved de fire forskellige startpositioner på pladen kan ses
i tabel 5.1.
Tabel 5.1. Forsøgsrække hvor placeringen af kuglen på pladen blev ændret. Forsøget blev udført med
kuglen EPDM 60-20.
Placering Ω u¯±STD Cr
(/s−1) (/10−2 m s−1)
1 7.9 5.6 ± 0.6 1.8
9.0 5.0 ± 0.3 1.8
10.1 5.1 ± 0.3 2.1
2 7.8 5.2 ± 0.3 1.6
8.7 5.0 ± 0.3 1.8
10.1 4.7 ± 0.2 1.9
3 7.7 5.4 ± 0.6 1.7
8.9 5.7 ± 0.5 2.1
10.1 4.9 ± 0.3 2.0
4 7.9 6.3 ± 0.2 2.0
9.0 6.0 ± 0.2 2.2
10.1 5.7 ± 0.2 2.4
Som man kan se i tabel 5.1, er der afvigelser mellem de resultater, der blev opnået
ved fire forskellige startpositioner. Rullemodstandskoefficienten, Cr, er størst ved
position P4, og mindst ved position P2. Ved de to resterende positioner P1 og
P3, er Cr cirka den samme. Dette tyder på, at pladen hældte om en akse, der går
igennem P2 og P4, eller tæt på. Det højeste punkt på pladen var nær position P3
(se figur 5.3 A)).
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Figur 5.3. Den roterende plade drejer med vinkelhastigheden ~Ω. Pladens hældning får tyngdekraften
til at påføre kugler på pladen en kraft, F0. Størrelsen af F0 afhænger af størrelsen af pladens hældning.
Grundet ~Ω skal kuglens drift mod midten adderes med krydsproduktet af x og y-komposanterne af
tyngdekraften og ~Ω. På A) og B) ses samme situation, men fra to forskellige synsvinkler. På figur
A) ses startpositionerne, P1, P2, P3 og P4's placering i forhold til pladens hældning. På figur B)
ses eksperimentet oppe fra.
Aksen, som pladen hældte omkring, fandt vi ud fra ligning 2.48 på side 24. Drifts-
hastighedsvektoren mod centrum, ~u, vil blive adderet med krydsproduktet af x og
y-komposanterne af tyngdekraften og vinkelhastigheden, ~Ω. Dette krydsprodukts
retning er nødvendigvis fra P4 til P2, bedømt ud fra tabel 5.1. Derfor må pladen
hælde om en aksen gennem disse to punkter, med F0 i retning mod P1.
Vi lavede også fitting af data fra position P4 for at kunne sammenligne med de fit-
tede parametre fra forsøgsresultatet fra position P1. Denne fitting bekræftede, at
kuglens startposion havde en betydning for driftshastigheden og rullemodstand-
skoefficienten jævnfør tabel 5.2. Her ser man igen en større driftshastighed ved
position P4 end ved position P1.
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Tabel 5.2. Værdier for |~u| beregnet ved hjælp af datafit af data og Cr beregnet på baggrund af
gennemsnitsværdier for |~u|, der er angivet i tabellen ± standardafvigelsen. Her er |~u| angivet i cm
s−1. Der er fittet data fra fem forsøg ved vinkelhastighed Ω1 ved henholdsvis position P1 og position
P4. Alle data er fra målinger på kuglen EPDM 60-20.
|~u| ved givet forsøg P1, Ω1 P4, Ω1
1, |~u| (/cm s−1) 5.0 6.2
2, |~u| (/cm s−1) 5.5 6.7
3, |~u| (/cm s−1) 5.4 5.9
4, |~u| (/cm s−1) 5.3 6.4
5, |~u| (/cm s−1) 5.3 6.1
Gns. af |~u| (/cm s−1) ±STD 5.3 ± 0.2 6.3 ± 0.3
Cr 0.017 0.020
At vores opstilling ikke var helt vandret, giver en systematisk fejl i vores værdier
for rullemodstandskoefficienten. Da kuglens driftshastighed blev mindst påvirket
ved positionerne P1 og P3, kan det godt retfærdiggøres, at vi kun foretog målinger
ved position P1.
Udover hældningen på pladen, er der andre aspekter af vores forsøgfremgangsmå-
de, der kan have givet anledning til fejlkilder. Under dataanalysen skulle vi angive
en afstmålereference i Tracker ved manuelt at markere en afstand med computer-
musen. Vi brugte som nævnt glaspladens rotationelle midtpunktn og en cirkel, vi
havde tegnet, der havde en radius på 8.5 cm. Det var ikke muligt markere afstan-
den i Tracker helt nøjagtigt. Det kan have givet en afvigelse i (x, y)-koordinaterne.
Denne afvigelse er ikke konstant for alle forsøg, da målereferencen skulle angives
for hvert videoklip, der blev analyseret.
I Tracker skulle man, som tidligere nævnt, også markere kuglen manuelt, hver
gang et forsøg skulle analyseres. Vi har set, at den præcision, hvormed denne mar-
kering blev placeret, havde stor betydning for dataoutputtet. Vi bestræbte os på
en høj præcision, men det var ikke muligt at opnå en fuldstændig nøjagtighed.
Denne fejlkilde er heller ikke konstant i alle forsøg og kan også give en afvigelse i
(x, y)-koordinaterne.
Glaspladen blev afsprittet hver 15. gang, vi foretog en måling, for at fjerne uren-
heder, der kunne stamme fra luften, kuglen eller teflonrøret. Da der var sprittusch-
markeringer i midten af pladen, blev de inderste cirka 10 cm aldrig afsprittet. Der-
for kunne dette areal sagtens være mere støvet og fedtet, hvilket i sagens natur vil
influere størrelsen af den friktionskraft, der var mellem kuglerne og planet i dette
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område. Det kan have influeret kuglens bane og dermed den målte driftshastighed,
|~u|.
Vi har nu beskrevet nogle af de overvejelser, vi har haft omkring forsøgsfremgangs-
måden og diverse fejlkilder. Derfor er det nu interessant at gå i dybden med de
data, vi fik ud af forsøgene.
5.1.3 Diskussion af data
I dette afsnit vil vi diskutere de forskellige data, vi har fået. Det vil sige værdier
for rullemodstandskoefficienten og driftshastigheden, data fra diverse fit og den
spiralbevægelse, vi observerede i (vx, vy)-plottene.
5.1.3.1 Diskussion af driftshastigheden og rullemodstandskoefficienten
De forskellige værdier for driftshastigheden og rullemodstandskoefficienten kan væ-
re svære at sammenligne, da kuglerne både varierede i gummitype, radius og hård-
hed. Dog kunne vi se nogle tendenser for de forskellige kugler.
Resultaterne for de to kugler af gummitype NBR var som følger: For NBR 55-14
fandt vi en rullemodstandskoefficient på mellem 0.014 og 0.02. For NBR 60-15
fik vi en rullemodstandskoefficient på mellem 0.02 og 0.024. Vi kan altså se en
lille variation i resultaterne for de to kugler, hvilket gør sig gældende ved alle tre
vinkelhastigheder. Til trods for, at NBR 60-15 er lavet af en hårdere gummityper
og har en større radius, har den alligevel en højere rullemodstandskoefficient. Det
kan måske tilskrives den store standardafvigelse, vi fik ved begge målinger. Det vil
sige, at målingerne af én eller anden grund er meget støjfyldte. To eksempler på
data fra målinger på de to kugler kan ses på figur 5.4 og 5.5.
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Figur 5.4. På figuren ses et (vx, vy)-plot for kuglen NBR 55-14's bevægelse ved vinkelhastighed Ω3.
Figur 5.5. På figuren ses et (vx, vy)-plot for kuglen NBR 60-15's bevægelse ved vinkelhastighed Ω1.
På figur 5.5 kan man se, hvordan centrene for (vx, vy)-plottene for kuglen NBR
60-15 ligger ret spredt, hvilket giver den store standardafvigelse. Her kunne man
overveje, om vores metode til at bestemme centrumkoordinatorne er god nok. Som
beskrevet i 3.3 på side 42 fandt vi hvert enkelt centrum ved at finde en gennem-
snitsværdi af fem koordinatsæt. Hvert af de fem koordinatsæt blev bestemt ud fra
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tre datapunkter med et spring på ti punkter mellem hver (jævnfør appendiks A.1).
Denne metode kan give store variationer på et givet koordinatsæt, hvis de valgte
punkter afveg for meget fra at være på en cirkelperiferi. Det kunne være, hvis punk-
terne enten lå for tæt på eller langt fra hinanden. I sidstnævnte tilfælde kunne man
risikere, at nogle af punkterne lå placeret for langt fra den del af plottet, der kunne
antages at være cirkulær. I så fald ville de punkter, der lå længst fra det egentlige
centrum, forskyde det beregnede centrumkoordinat. Ser man på tætheden af vores
data, synes det dog ikke at være tilfældet. Hvis punkterne omvendt lå for tæt på
hinanden, vil der være stor risiko for, at støj på datasættet influerede bestemmel-
sen af centrumkoordinaterne. Ved at se på variationen mellem fem koordinatsæt,
der bliver brugt til at finde en given gennemsnitværdi, kan vi vurdere usikkerheden
ved vores målemetode. Som eksempel har vi i tabel 5.3 samlet koordinaterne, der
blev brugt til at finde centrum i (vx, vy)-plottet ved forsøg nummer et for kuglen
NBR 55-14 ved vinkelhastighed Ω3.
Tabel 5.3. Denne tabel viser koodinatsætværdierne, der blev brugt til at finde centrumkoordinatet,
der er angivet som gennemsnittet af de fem koordinatsæt, O1-O5. Hvert af de fem koordinatsæt
blev bestemt ud fra tre datapunkter med et spring på ti punkter mellem hver. Mellem hvert af de
fem koordinatsæt springer de tre datapunkter ligeledes med ti, således at O1-O5 er fundet mellem
datapunkt 10 og 70. I tabellen er ligeledes angivet standardafvigelsen på gennemsnitværdien. Data
stammer fra forsøg nummer et med gummikuglen NBR 55-14 ved vinkelhastighed Ω3 og position P1.
Der er her udjævnet ved midling over fem datapunkter, inden der differentieredes.
Koordinatsæt Ox Oy
1 −6.0 1.6
2 −5.5 2.2
3 −6.5 1.6
4 −0.2 1.1
5 −6.4 3.8
Gns. ± STD −5 ± 3 2 ± 1
På tabel 5.3 kan man se, at de fem koordinatsæt var i fin overensstemmelse med
hinanden med undtagelse af koordinatsæt nummer fire. Det resulterede i en høj
standardafvigelse på den gennemsnitsværdi, der blev brugt som centrumkoordi-
nat til forsøg et. Det kan muligvis skyldes, at ét af de tre datapunkter, der blev
brugt til at finde koordinatsæt nummer fire afveg meget fra cirkelperiferien. Det
kan hænge sammen med, at man både på figur 5.4 og på figur 5.5 kan se en del
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støj på målepunkterne. Når der var støj på datasættene, kan det også være årsag
til, at vi ikke ser overenstemmelse mellem vores data og teorien, når det gælder
resultaterne fra målinger på de to kugler af gummitypen NBR. Man kunne af den
grund have overvejet at udjævne datasættene over et større antal punkter end fem
eller udjævne over fem punkter både før og efter den numeriske differentiation. For
at se betydningen af yderligere udjævning af datasættene har vi i tabel 5.4 samlet
de samme fem koordinatsæt som i tabel 5.3 hvor vi har udjævnet datasættet ved
midling over fem punkter både før og efter, der blev differentieret.
Tabel 5.4. Denne tabel viser koodinatsætværdierne, der blev brugt til at finde centrumkoordinatet,
der er angivet som gennemsnittet af de fem koordinatsæt, O1-O5. Hvert af de fem koordinatsæt
blev bestemt ud fra tre datapunkter med et spring på ti punkter mellem hver. Mellem hvert af de
fem koordinatsæt springer de tre datapunkter ligeledes med ti, således at O1-O5 er fundet mellem
datapunkt 10 og 70. I tabellen er ligeledes angivet standardafvigelsen på gennemsnitværdien. Data
stammer fra forsøg nummer et med gummikuglen NBR 55-14 ved vinkelhastighed Ω3 og position P1.
Der er her udjævnet ved midling over fem datapunkter både før og efter, der differentieredes.
Koordinatsæt Ox Oy
1 −5.7 2.3
2 −6.8 0.8
3 −4.7 1.6
4 −0.8 1.3
5 −6.1 3.7
Gns. ± STD −5 ± 2 2 ± 1
Ved sammenligning af tabel 5.3 og tabel 5.4 kan man dog se, at der ikke var stor
forskel på, om vi udjævnede datasættene én eller to gange, inden vi bestemte cen-
trumkoordinatet. Trods det, at standardafvigelsen faldt fra 3 til 2 ved for værdien
af x-koordinatet, fandt vi stadig en høj standardafvigelse på begge koordinater i
det udjævnede centrumkoordinat. Når vi ikke ser større forskel på, om vi udjæv-
nede én eller to gange, kan vi ikke sige noget om betydningen af, at vi kun har
udjævnet én gang i analysen af vores data. Den høje standardafvigelse i begge
tilfælde indikerer dog, at der er en vis usikkerhed forbundet med vores metode til
at bestemme centrum i (vx,vy)-plottene.
På figur 5.5 kan man herudover se, at de fem datasæt ikke indeholdt samme mæng-
de data. Særligt datasættene F1 afveg fra de andre ved at indeholde så få målinger,
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at der på figur 5.5 knapt kan ses en spiralbevægelse på (vx,vy)-plottet fra dette
forsøg. Vi ser også en smule afvigelse mellem centrumkoordinatet for dette forsøg
og de andre, der er plottet på figuren. Længden af datasættene havde altså en
vis betydning for centrumkoordinatets placeringen. Vi ser dog nogenlunde over-
ensstemmelse mellem centrumkoordinaternes placeringerne for de andre forsøg på
figur 5.5. Vi vurderer derfor, at vores metode til at bestemme centrumkoordina-
terne var tilstrækkelig, så længe datasættene var nogenlunde samme længde.
Figur 5.5 er også et godt eksempel på, hvordan man ser mindre af spiralbevægel-
sen på et (vx,vy)-plot, da driftshastigheden steg med faldende kugleradius. Af den
grund nåede kuglerne med en diameter på 15 mm kun at lave én fuld cirkelbane,
inden de nåede glaspladens centrum. På den måde var der større usikkerhed for-
bundet med resultater fundet ved forsøg med kugler med små radier.
Resultaterne for de to kugler af gummitype EPDM var som følger: For EPDM
80-18 fandt vi en rullemodstandskoefficient på mellem 0.01 og 0.015. For EPDM
60-20 fik vi en rullemodstandskoefficient på mellem 0.018 og 0.021 Her kan man
se en lidt større forskel mellem de to kugler, hvilket igen gør sig gældende ved alle
tre vinkelhastigheder. Kugle EPDM 80-18 har en lavere rullemodstandskoefficient,
hvilket kan tilskrives hårdheden. Ved sammenligning mellem disse to kugler kan
man se, at størrelsen af radius ikke har samme betydning for resultaterne fra
målinger på kuglerne af typen EPDM som for kuglerne af typen NBR.
Når man ser på standardafvigelserne for de forskellige driftshastigheder, ser man
en klar tendens til, at standardafvigelsen bliver større for kuglerne af gummitypen
NBR. Standardafvigelserne for de to NBR-kugler ligger mellem 0.7 cm s−1 og 2 cm
s−1, hvorimod at standardafvigelserne for de to kugler af gummitypen EPDM ligger
mellem 0.3 cm s−1 og 1 cm s−1. Det kan skyldes, at kuglerne af typen NBR havde
en mindre radius, hvilket som tidligere nævnt giver færre datapunkter og dermed
mere usikre resultater. Man kan altså se, at målingerne for driftshastigheden er
markant mere præcise for kuglerne af typen EPDM. Resultaterne for de forskellige
driftshastigheder og rullemodstandskoefficienter kan ses i tabel 4.2 på side 51.
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5.1.3.2 Diskussion af fitting
Vi vil nu diskutere de fit, vi har lavet på vores data, hvor vi har medtaget, at
radiusen af kurverne i (vx, vy)-plottene vokser eksponentielt.
Ud fra tabel 4.5 på side 58 var det tydeligt at se, at værdierne for eksponenten,
, varierer meget lidt mellem de forskellige fits. Ud fra denne lille variation, antog
vi, at der er tale om en eksponentielt voksende radius i (vx, vy)-plottene. I dette
afsnit vil vi diskutere, om fittet af den logaritmiske spiral er et godt fit til vores
eksperimentelle data.
Som nævnt i afsnit 3.3 på side 42 fittede vi funktionen til målepunkterne ved at
minimere variansen mellem disse. Vi kan undersøge, om det er nogle gode fits, vi
har lavet, ved at finde variansen mellem datapunkterne og den teoretiske funktio-
nen plottet med de bedst fittede parameterværdier. Ser man på figur 4.9 på side 55,
svarer det til, at vi finder variansen mellem datapunkterne og den sorte fit-kurve,
der svarer til minimumsvariansen.
Tabel 5.5. Variansen af målepunkterne og den bedst fittede logaritmisk spiralfunktion. Data stammer
fra forsøg med kuglen EPDM 60-20 med Ω1 og Ω3 ved position P1.
Varians
Forsøg P1, Ω1 P1, Ω3
1 43 157
2 58 108
3 52 161
4 29 208
5 79 109
Gns. af varians 52 148
Tabel 5.5 viser værdierne for denne varians. For forsøg udført ved den laveste vin-
kelhastighed, Ω1 er gennensnitsværdien af variansen en del lavere end ved forsøg
udført ved den højeste vinkelhastighed, Ω3. Umiddelbart ville man mene, at fittet
for forsøgene udført ved vinkelhastigheden, Ω3, dermed ikke passer for en spiral-
funktion. Ud fra figur 5.6 ser man, at der for vinkelhastigheden Ω3 er en ekstra
omdrejning i plottet. Det er et resultat af, at kuglen ved denne måling har nået
at foretage en ekstra cirkulær bevægelse på den roterende plade. Det skyldes, at
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drifthastigheden er faldende med stigende vinkelhastighed, hvorfor kuglen kan nå
at cirkulere mere ved de høje vinkelhastigheder. Dermed er der flere målepunkter
i datasæt med højere hastighed. Da det er summen af variansen mellem hvert da-
tapunkt, der giver den samlede varians, vi finder ud fra ligning 3.4 på side 45, vil
denne værdi blive større, hvis der er flere datapunkter, der kan afvige.
Figur 5.6. Plot af hastighedskomposanterne, vx og vy, for målingen på gummikugle EPDM 60-20
ved position P1 og vinkelhastigheden Ω1 (figur til venstre) og Ω3 (figur til højre). Bemærk, at der
plottet flere datapunkter ved forsøget med vinkelhastighed Ω3.
Vi ser samtidig, at der er mere støj på (vx, vy)-plottet ved vinkelhastigheden Ω3
end ved Ω1 (jævnfør figur 5.6). Betydningen af denne støj kan vi se, hvis vi ud-
jævner det eksperimentelle datasæt yderligere, inden vi fitter. Det har vi gjort
på figur 5.7, som er et plot af de udjævnede, eksperimentelle data, den teoretiske
funktion og det bedste fit af den teoretiske funktion til datasættet ved forsøg fem
ved Ω3. Her får man et tydeligt indtryk af, at spiralfunktionen også passer fint til
at beskrive (vx, vy)-plottet ved forsøg med vinkelhastigheden Ω3, og vi finder nu
en varians på 88 i stedet for 109.
Vi vurderer derfor, at både et højere antal datapunkter og væsentligt mere støj
bidrager til den større varians, der ses for forsøgene og vinkelhastigheden Ω3. Af
den grund mener vi ikke, der er stor forskel på forsøgene ved de to vinkelhastighe-
der, der kan ses i tabel 5.5.
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Figur 5.7. På figuren ses et plot af vy som funktion af vx for forsøgsdata (blå datapunkter), teoretisk
tilpassede data (rød kurve) og fittede data (sort kurve). Inden fitting er datasættet (vx, vy) blevet
jævnet for at fjerne støj. Det teoretiske plot er lavet på baggrund af parameterværdier fittet til
mindst mulige varians. Selve forsøget er foretaget på gummikuglen EPDM 60-20 ved position ét og
henholdsvis vinkelhastighed Ω3. Det kan ses, at datapunkterne danner en spiral.
For endeligt at validere vores fitting kan varianserne i tabel 5.5 sammenlignes med
varianserne i tabel 5.6, der viser værdierne fra før, der blev fittet. Det svarer til
variansen mellem den røde kurve og datapunkterne på figur 4.9. Man kan se, at
variansen er markant mindre i tabel 5.5 end i tabel 5.6. Der er nogle enkelte afvi-
gelser mellem variansen ved et givet forsøg og gennemsnitsværdien, som det kan ses
mellem variansen ved forsøg to med vinkelhastighed Ω1 og gennemsnittet i tabel
5.6. Det afspejler muligvis, at det er forskellige mennesker, der har lavet tilpasning
af parameterværdierne til bestemmelse af varians mellem teori og data, og at den-
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ne tilpasning er sket ud fra øjemål ved at se på plottet af data og teori sammen
(jævnfør afsnit 3.3 på side 42).
Når det er sagt, ser vi ikke de samme udsving af varianserne i tabel 5.5. Det vil
sige, at de parameterværdier, vi har fundet ved søgning efter minimumsvarian-
sen (jævnfør appendiks A.5), giver nogle gode fits. Vi vurderer derfor, at både
datasæt ved vinkelhastighed Ω1 og Ω3 udtrykker en logaritmisk spiral fint, og at
-værdierne, vi har fundet, og som kan ses i tabel 4.5 på side 58, kan bruges som
et bud på, hvilken eksponent, der beskriver spiralbevægelserne bedst.
Tabel 5.6. Variansen mellem målepunkterne og det teoretiske udtryk for spiralfunktionen ud fra første
gæt for parametrene. Data stammer fra forsøg med kuglen EPDM 60-20 med Ω1 og Ω3 ved position
et.
Varians
Varians ved givet forsøg P1, Ω1 P1, Ω3
1 1732 204
2 639 387
3 1242 171
4 1204 702
5 2437 239
Gns. af varians 1451 341
Denne diskussion af fittet af spiralbevægelsen leder os videre til en diskussion af,
hvor denne bevægelse kommer fra.
5.1.3.3 Diskussion af spiralbevægelsen
Som vi fandt frem til i diskussionen af vores fitting (jævnfør afsnit 5.1.3.2), og som
det ligeledes kan ses i vores dataanalyse (jævnfør kapitel 4.3 på 59ff), ser vi ikke
den cirkelbevægelse i (vx,vy), vi forventede ud fra ligning 3.3 på side 43. I stedet for
ser vi en spiralbevægelse, som vi har forsøgt at udtrykke i ligning 4.6 på side 56.
Vi vil i dette afsnit analysere spiralbevægelsen yderligere for at kunne diskutere
mulige forklaringer på de observerede spiraler.
Hvad denne spiralbevægelse skyldes, er dog umiddelbart svært at svare på. Et
plausibelt gæt er, at det skyldes startbetingelserne, når kuglens bevægelse initi-
eres. For eksempel at glaspladen fedter til i det område, hvor kuglens bevægelse
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igangsættes (jævnfør afsnit 5.1.2 på side 62ff).
Grundet de startproblemer, vi har beskrevet i afsnit 5.1.2, kan det være, at rulle-
betingelsen ikke er blevet opretholdt i starten af forsøget. Det vil sige, at kuglen
ikke har opnået den rotationelle hastighed, som svarer til underlagets ud fra rulle-
betingelsen (jævnfør ligning 2.2 på side 15). Hvis det er tilfældet, vil ωc ikke have
den rigtige størrelse til at starte med, hvorfor den herefter vil vokse. Når ωc vokser
vil cirkelbevægelsens radius i (vx, vy)-plottet også vokse (jævnfør ligning 4.6 på
side 56).
Et andet gæt kan være, at det var undervejs i forsøget, at rullebetingelsen ikke
blev opretholdt. Igen vil det gøre, at ωc bliver nødt til at vokse, hvilket også vil
forårsage en forøgelse af radius i (vx, vy)-plottet. For at undersøge dette fænomen
kunne man lave forsøget med en gummikugle på en større plade, for at se om
spiralbevægelsen stopper på et tidspunkt, hvor rullebetingelsen så ville være op-
nået og opretholdt.
Et af problemerne ved at finde årsagen til spiralbevægelsen er, at radius af (vx, vy)-
plottet både er afhængig af d og ωc. Derfor er det svært at finde ud af, om det
er vinkelhastigheden eller radius i (x, y)-bevægelsen, der vokser eksponentielt med
tiden.
Ud fra de fits vi har lavet til vores data, kan vi se, at ωc ikke ændrer sig særligt
meget over tid (jævnfør afsnit 4.2 på side 52), og at den svarer til den teoretiske
værdi ωc = 27Ω. Det indikerer, at rullebetingelsen faktisk er opretholdt. Det må
derfor være d, der ændres med tiden og giver spiralbevægelsen.
Hastighedsforøgelsen i i (x, y)-retningen, må skyldes en ydre kraftpåvirkning. Ud
fra vores teori vil vi forvente, at accelerationen af kuglen er konstant. Som det kan
ses på figur 5.8, er dette dog ikke helt tilfældet. Her kan man se, hvordan også
grafen for accelerationens (x, y)-komposanterne ligner en spiral. Det er dog svært
at tyde ud fra vores data, at der er tale om en spiralbevægelse, da der er meget
støj, når vi differentierer vores data to gange. Derfor har vi valgt at udjævne data-
punkterne på samme måde som beskrevet i afsnit 3.3 på side 42, inden vi plottede
dem på figuren.
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Figur 5.8. Figuren viser et plot af acceleration af kuglen EPDM 60-20, forsøg nummer to ved
position P1, med vinkelhastighed Ω3. Plottet viser data, der er blevet udjævnet for at fjerne støj.
Der er markeret to centre på grafen, og disse svarer til middelaccelerationen. Centrummet markeret
med blåt er lavet på baggrund af data, vi har udjævnet tre gange. Centrummet markeret med rødt
er lavet på baggrund af data, vi har udjævnet to gange.
På figur 5.8 kan man aflæse to centre, der angiver centrum af accelerationens cirkel-
bevægelse. Det blå centrumkoordinat angiver accelerationen, efter vi har udjævnet
vores data tre gange henholdsvis før og efter første differentiation og efter anden,
således at data for ax og ay også er differentieret. Det røde centrumkoordinat an-
giver accelerationen, efter vi har udjævnet data to gange, hvilket vil sige før hver
differentiation. Bestemmelsen af disse centre er sket på samme måde som bestem-
melse af centrumkoordinationerne for (vx, vy)-plottet (jævnfør afsnit 3.3 på side 42
og appendiks A.1). Der er en del forskel på de to punkter, men man kan tydeligt
se, at middelaccelerationen ikke er nul. Det kan dog diskuteres, hvor præcise de
to centre repræsenterer plottets egentlige centrum, men vi har ikke andre mål for,
hvor centrum ellers kan placeres. Ved øjemål ser det dog ud som om, at plottet
centrum ligger tættere på (0,0), så måske vores data ikke afviger meget fra teorien.
Når det er sagt, ser vi stadig en forøgelse af radius i plottet af (ax,ay). Det vil sige,
at accelerationen blev ændret undervejs i forsøget. Da accelerationen virkede cen-
tripetalt, må det være ændringer i en centripetaltvirkende kraft, der var årsag til
de spiralbevægelser, vi observerede. Denne kraft kan vi ikke umiddelbart forklare
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og kan derfor heller ikke direkte forklare årsagen til de spiralbevægelser, vi ser.
Vi overvejede om en bevægelse i z-retningen måske kan forklare den øgede accele-
ration; altså at den har hoppet på pladen. Dog kan vi ikke umiddelbart se, hvordan
dette skulle øge hastigheden, men da rullebetingelsen ikke vil være opretholdt, er
det svært at sige, hvad det har af konsekvenser for kuglens bevægelse.
Desuden har kuglerne måske ikke være helt homogene og runde, hvilket kan give
et andet resultat end det, vi forventede. Kuglernes inertimoment, K, ville i så fald
ikke have den værdi, der er beskrevet i afsnit 2.1.2.1 på side 16. Dog tror vi, at det
må være startbetingelserne, der giver anledning til spiralbevægelsen. Trods det, at
spiralbevægelserne ikke blev forudsagt af teorien, fandt vi alligevel nogle udtryk
for driftshastigheden, |~u|, og rullemodstandskoefficienten, Cr, ved brug af ligning
2.76 på side 37. For at forstå disse størrelser endnu bedre vil vi i det efterfølgende
afsnit diskutere betydningen af de forskellige variable i udtrykket for Cr.
5.1.3.4 Diskussion af udtryk for rullemodstandskoefficienten
I dette afsnit vil vi diskutere de forskellige parametre, som rullemodstandskoeffi-
cienten afhænger af, og hvordan vi har kunne se det ud fra vores forsøg.
I teorien præsenterede vi følgende ligning 2.76 på side 37:
Cr =
2
5
Ω
g
|~u| (5.1)
Ligning 5.1 viser den teoretiske sammenhæng mellem rullemodstandskoefficienten
og driftshastigheden. Vi vil nu diskutere, om der er overensstemmelse mellem teori
og data ved at undersøge, om vores data passer med ligning 5.1. I teorien antog
vi, at rullemodstandskoefficienten er en konstant. Det kan derfor ses af ligning 5.1,
at vores antagelse fører til, at vinkelhastigheden og størrelsen af driftshastigheden
nødvendigvis må være omvendt proportionale.
Hvis vi kigger på tabel 4.2 på side 51, hvor rullemodstandskoefficienten er angivet
for forskellige vinkelhastigheder og forskellige kugler, så kan vi se, at rullemod-
standskoefficienten ikke er afhængig af vinkelhastigheden. Hvis vi starter med at
kigge på rullemodstandskoefficienten for kuglerne NBR 55-14 og kugle EPDM 80-
18, ser vi, at den største værdi for rullemodstandskoefficienten ikke findes ved
hverken den største vinkelhastighed (Ω3) eller den mindste vinkelhastighed (Ω1),
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men derimod ved Ω2, hvilket synes ulogisk. For kuglen NBR 60-15 ses der en anden
tendens, der vokser rullemodstandskoefficienten nemlig med Ω. For kuglen EPDM
60-20 ser vi til gengæld, at rullemodstandskoefficienten ikke vokser mellem Ω1 og
Ω2, men vokser mellem Ω2 og Ω3. Ud fra disse observationer kan vi altså konklu-
dere, at der ikke ses en klar sammenhæng mellem rullemodstandskoefficienten og
Ω. Da vi kun foretog målinger ved vinkelhastigheder, der varierede 23 procent, kan
vi ikke udelukke, at der ville være en sammenhæng mellem vinkelhastigheden og
rullemodstandskoefficienten, hvis vi havde målt i et større vinkelhastighedsinter-
val. De forskellige tendenser, der ses, synes i højere grad at skyldes usikkerheder i
forsøgsfremgangsmåden og databahandlingen. Det virker derfor ikke urimeligt at
konkludere, at rullemodstandskoefficienten er konstant for en given kugle.
Da det tyder på, at rullemodstandskoefficienten er konstant, bør dataene også give
udtryk for en omvendt proportionalitet mellem vinkelhastigheden og størrelsen af
driftshastigheden. I tabel 4.2 på side 51 kan man se, at dette også er tilfældet ved
de fleste målinger. Det er tilfældet, hvis man sammenligner kuglernes driftshastig-
hed ved laveste vinkelhastighed, Ω1, og højeste vinkelhastighed, Ω3. Der kan man
nemlig se, at værdierne for driftshastigheden alle er lavere ved Ω3 end for Ω1. Dog
ses der, hvis man kigger på Ω2, at denne sammenhæng ikke er gældende for NBR
55-14 og EPDM 60-20. Dette kan muligvis tilskrives, at springene mellem de tre
vinkelhastigheder ikke var ret store. Den procentvise ændring i gennemsnitsvin-
kelhastigheden mellem Ω1 og Ω2 er 12 procent, og mellem Ω2 og Ω3 er ændringen
ligeledes 12 procent. Det er muligt, at disse procentvise afvigelser er for små til
sikkert at kunne observere ændringer i driftshastigheden.
Det kan ikke ses af ligning 5.1, hvorledes rullemodstandskoefficienten er bestemt
af graden af den deformation, kuglen undergår, b, og radius, R. Den teoretiske
sammenhæng er givet ved:
Cr =
b
R
(5.2)
Her kan man se, at Cr bliver højere for små og bløde kugler, da de bliver deforme-
ret mere end de store hårde kugler. Ved at kigge på tabel 4.2 ser man, at dette gør
sig gældende for tre af kuglerne: NBR 60-15, EPDM 80-18 og EPDM 60-20. For
den sidste kugle, NBR 55-14, ser man ikke denne sammenhæng. Det kan eventuelt
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skyldes, at der er store afvigelser mellem Cr-værdierne ved de forskellige vinkelha-
stigheder.
Vi har nu diskuteret vores model og de værdier, vi har fundet for rullemodstand-
skoefficienten, hvilket vi nu vil sammenligne med værdier fra litteraturen.
5.1.3.5 Sammenligning af værdier for rullemodstandskoefficienten
For at validere om den målemetode, vi har benyttet til at finde en rullemodstand-
skoefficient, er god, kan vi prøve at sammenligne de værdier, vi har fået, med
værdier fra litteraturen.
De forskellige rullemodstandskoefficienter, vi har målt, ligger i intervallet 0.01 −
0.024. Til sammenligning har Gillespie (1992) fundet en rullemodstandskoeffici-
ent for bildæk mod asfaldt på omkring 0.015. GreenSeal (2015) har fundet rul-
lemodstandskoefficienter for forskellige dæktyper i et interval på 0.0062− 0.0152.
I forhold til disse værdier kan vi sige, at vi finder den rigtige størrelsesorden for
rullemodstandskoefficienterne, men at det interval, vi finder, er større. Det kan
måske skyldes, at vi måler på kugler og ikke på dæk, eller diverse fejlkilder.
For at se om vores værdier stemmer overens med andre forsøg fundet med sam-
me metode, har vi set på rullemodstandskoefficienter fundet i Weltner (1987). I
Weltner (1987) bliver rullemodstandskoefficienten fundet for stålkulger på et pla-
tikunderlag. Her får Weltner (1987) værdier for rullemodstandskoefficienten på
mellem 0.0011 − 0.0014. Der er altså tale om en faktor ti i forskel men i og med,
at vi måler på gummikugler fremfor stålkugler, giver denne forskel fint mening,
da man sagtens kan forestille sig, at rullemodstanden er væsentligt større i gummi
end i stål, da gummi opfører sig mere viskøst, hvilket giver et større energitab. I
Vozdeck y et al. (2014) bliver der målt på en skumcylinders rullemodstandskoef-
ficient på et hårdt underlag. Her er det, ligesom i vores forsøg, ikke underlaget,
men objektet, der bliver deformeret. Vozdeck y et al. (2014) finder værdier for rul-
lemodstandskoefficienten på 0.072 og 0.064. Her er der altså tale om en større
rullemodstandskoefficient end den, vi finder, men i den rigtige størrelsesorden. Det
kan igen skyldes materialet, der måles på.
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Ud fra de forskellige sammenligninger kan vi konkludere, at vi finder en rullemod-
standskoefficient i den rigtige størrelsesorden, men da det ikke har været muligt at
finde rullemodstandskoefficienter for gummityperne NBR og EPDM ved forskellige
hårdheder, kan vi ikke sammenligne vores værdier direkte med andres. Det kunne
heller ikke lade sig gøre at finde værdier for tabstangenten, tanδ.
5.1.4 Anvendeligheden af vores forsøg
I dette afsnit vil vi diskutere anvendeligheden af vores forsøg i forhold til at be-
stemme rullemodstandskoefficienten. Her vil vi kigge på fordele og ulemper ved
denne metode, når man ser på forsøgsfremgangsmåde og databehandling.
I første omgang er det interessant at se på den model, vi bruger til at udlede et
udtryk for rullemodstandskoefficienten. Som det kan ses i afsnit 2.2.5 på side 37ff,
var det nødvendigt for os at lave en række antagelser om deformationen af gummi-
kuglen i vores forsøg, førend vi kunne udlede bevægelsesligningerne for situationen
med en deformerbar kugle på et roterende, hårdt underlag. Dels regnede vi med, at
der sker en asymmetrisk deformation af kuglen, og dels regnede vi med, at deforma-
tionen er så lille, at radius kuglens radius, R, kan betragtes som værende konstant.
Som vi har diskuteret i afsnit 5.1.1 på side 60, har vi et godt udgangspunkt for
vores forsøg i form af udtrykket for rullemodstandskoefficienten i ligning 2.76.
Vi ser nemlig, at udtrykket er i overensstemmelse med lignende udtryk for rul-
lemodstandskoefficienten (jævnfør afsnit 5.1.1). Vi observerer også som forventet,
at kuglen laver cirkelbevægelser, og at der er en driftshastighed ind mod den ro-
terende plades centrum. Ud fra vores fittede parametre fandt vi også værdier for
ωc, der bekræfter teorien om, at der skal gælde, at ωc = 27Ω. På den måde ser det
ud til, at vores antagelser er holdbare.
Med det sagt har vores model vist sig langt mere kompliceret end først antaget.
Det er ikke lykkedes os at bekræfte vores antagelser om en lille og asymmetrisk
deformation ud fra vores eksperiment. Vi kunne kun finde bekræftelse i litteratu-
ren på, at der sker en asymmetrisk deformation (Vozdeck y et al., 2014). Vi kunne
derimod ikke få bekræftet, at deformationen var så lille, at man kan betragte ra-
dius som værende konstant. Her er altså noget teori bag vores forsøg, der ikke er
afdækket, og det gør det svært at validere de værdier, vi finder for rullemodstands-
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koefficienten. Samtidig har vi svært ved at forklare teoretisk, hvorfor vi observerer,
at radius i (vx, vy)-plottet vokser eksponentielt.
Som nævnt i de tidligere afsnit i diskussionen, hænger den eksponentielt voksende
radius nok sammen med nogle af usikkerheder, der er forbundet med vores forsøgs-
fremgangsmåde. Forsøgets resultater viser sig meget følsomme overfor eksempelvis
hældning på den roterende plade eller startbetingelserne for kuglens bevægelse. Det
er derfor nødvendigt at udtænke en mere standardiseret måde at lave forsøgene på,
hvis metoden skal kunne anvendes til at bestemme rullemodstandskoefficienten på
samme måde som de gængse målemetoder beskrevet i afsnit 2.2.2 på side 28ff. Det
kunne eksempelvis være et stativ, der kunne sikre, at startpositionen, i forhold til
forsøgsopstilling og afstand fra centrum på pladen, er den samme.
Ud over kravene om præcision i forbindelse med forsøgsfremgangsmåden, viste det
sig, at selve databehandlingen også var mere kompliceret og forbundet med større
usikkerheder, end vi havde forventet. For eksempel var vi nødt til at antage, at der
rent faktisk kan findes en cirkelbevægelse på (vx, vy)-plottet, hvis vi skal kunne
bruge metoden beskrevet i scriptet i appendiks A.1. Samtidig er der forbundet en
del usikkerheder med sporingsmetoden i Tracker, vi bruger til finde de datasæt, vi
behandler.
De usikkerheder og fejlkilder, der er forbundet med både forsøgsfremgangsmåden
og databehandlingen, er hovedsageligt menneskelige fejl. Med det mener vi, at der
med vores metode er flere steder, hvor individuelle vurderinger og håndteringer
af forsøget og databehandlingen vil have væsentlige konsekvenser for resultaterne.
Det gør sig på den måde ikke egnet til at bestemme Cr til industrielt brug.
Ud over de fejlkilder og usikkerheder ved forsøget, som vi har beskrevet i de reste-
rende diskussionsafsnit, ser vi også nogle begrænsninger ved forsøget. Des mindre
kugler, man laver målinger på, des større vinkelhastigheder, skal man have for at se
de ønsker bevægelser. Det kunne vi se ved nogle testforsøg på kugler med diametre
på 8 mm og 10 mm. Her kunne vi ikke observere de forventede cirkelbevægelse ved
vinkelhastighederne Ω1-Ω3, da små kugler vil bevæge sig i store cirkelbaner. Heraf
kan vi altså udlede, at kuglerne og den roterende plade skal have en vis størrelse,
mens der skal være et bredt interval for mulige vinkelhastigheder, før forsøget kan
udføres.
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På trods af at forsøget ikke egner sig til industrielt brug i sin nuværende form, har
vores metode til bestemmelse af rullemodstandskoefficienten nogle fordele i form
af sin simple opstilling, da den giver en god forståelse for den del af den klassi-
ske mekanik, der kan forklare gummikuglers bevægelse på et roterende underlag.
Forsøget er i sig selv et interessant fænomen, der oplagt kan bruges i undervis-
ningssammenhænge i forbindelse med et kursus i udvidet klassisk mekanik.
Trods det, at vi ikke fik de forventede resultater, hvilket enten kan skyldes forsøgets
udførelse eller vores databehandling, finder vi alligevel nogle fornuftige værdier for
rullemodstandskoefficienten, Cr. For at kunne validere disse værdier er det nød-
vendigt at kunne forklare, hvorfor vi ser spiralbevægelse i (vx, vy)-plottet, og at
vi kan se bort fra de fleste af fejlkilderne. Hvis det kan lade sig gøre, mener vi
godt, at forsøget alligevel bruges som en metode til at bestemme rullemodstand-
skoefficienter, om ikke til industrielt brug, så til brug i undervisning eller forskning.
Overordnet set har vi ikke kunne bruge metoden i vores forsøg til finde nogle
tilfredsstillende resultater for Cr, men vi ser et potentiale i at arbejde videre med
både forsøget og modellen bag.
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I vores forsøg bestemte vi rullemodstandenskoefficienten for fire forskellige gum-
mikugler med der rullede på en roterende glasplade. De havde varierende radius
og hårdhed. Gummikuglerne var enten af materialet EPDM eller NBR. I forsøget
så vi, hvordan gummikuglerne bevægede sig i cirkelbaner, mens de drev ind mod
pladens centrum.
Ved forsøg med en kugle af materialet EPDM med en hårdhed på SH 60 og en
diameter på 20 mm (EPDM 60-20) fandt vi rullemodstandskoefficienter på mellem
0.018 og 0.021. Disse koefficienter er fundet ved forsøg, hvor glaspladen roterede
med tre forskellige vinkelhastigheder, henholdsvis Ω1 = 7.8 s−1 ± 0.1 s−1, Ω2 = 8.9
s−1 ± 0.2 s−1 og Ω3 = 10.1 s−1 ± 0.14 s−1. Vi fandt ikke stor variation mellem
resultaterne ved de tre vinkelhastigheder. Rullemodstandskoefficienten ser derfor
ud til at være uafhængig af vinkelhastigheden, hvilket vi også forventede.
Rullemodstandskoefficienten er forbundet med den deformationen kuglerne under-
går , når de ruller. I vores forsøg blev rullemodstandskoefficienten, Cr, bestemt ud
fra det teoretiske udtryk:
Cr =
2
5
Ω
g
|~u| (6.1)
Her er rullemodstandskoefficienten givet ved glaspladens vinkelhastighed, Ω, stør-
relsen af tyngdeaccelerationen, g, og en driftshastighed, |~u|, som vi målte i vores
forsøg.
Driftshastigheden beskriver, hvordan gummikuglen drev mod glaspladens centrum.
Ved at spore kuglens bevægelse og bestemme kuglens hastighedskomposanter til
givne tidspunkter, fandt vi driftshastigheden som centrumkoordinatet i et (vx,vy)-
plot.
Ud fra teorien skulle størrelsen af driftshastigheden, |~u|, falde med stigende vinkel-
hastighed. I de fleste tilfælde stemte det overens med resultaterne fra vores forsøg.
Her fandt vi gennemsnitsværdier for driftshastigheden for kuglen EPDM 60-20 på
5.6 · 10−2 m s−1, 5.0 · 10−2 m s−1 og 5.1 · 10−2 m s−1 ved vinkelhastighed Ω1, Ω2 og
Ω3. Ud over sammenfald mellem teorien og resultaterne for rullemodstandskoeffi-
cienten og driftshastigheden, fandt vi, at gummikuglen bevæger sig i cirkelbaner
med en vinkelhastighed, ωc, der svarede til 27Ω. Det er i overensstemmelse med det
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udtryk for kuglens bevægelse, som vi har udledt teoretisk.
Vores målemetode var inspireret af Weltner (1987), som målte rullemodstandensko-
efficienten af stålkugler på et deformerbart underlag. Vi så på den omvendte si-
tuation med deformerbare kugler på et hårdt underlag og fandt, at kuglen havde
det samme bevægelsesmønster som fundet af Weltner (1987). Vi kan derfor kon-
kludere, at der er overensstemmelse mellem situationerne, hvad enten kuglen eller
underlaget deformeres.
Til forskel fra Weltner (1987) fandt vi dog, at kuglen bevægede sig i cirkelbaner
med en voksende fremfor konstant radius. Det viser sig som spiraler, når man laver
plots af hastighedskomposanterne for kuglens bevægelse. Ved at fitte et teoretisk
udtryk til vores data fandt vi, at spiralbevægelsen følger forskriften for en logarit-
misk spiral med eksponenter mellem 0.10 og 0.16.
At kuglens cirkelbanes radius vokser kan muligvis forklares ved, at vi observerede
en svag hældning på glaspladen. Denne hældning influerede også vores resultater
for driftshastigheden og rullemodstandskoefficienten, hvor vi observerede variatio-
ner mellem resultater fundet ved forskellige positioner på forsøgsopstillingen. Vi
kan derfor konkludere, at forsøget er meget følsomt overfor hældning på underlaget.
Vi kan konkludere, at målemetoden kræver stor præcision både i udførsel af forsø-
get og efterfølgende databehandling. Derfor skal metoden optimeres, før den kan
benyttes industrielt.
Vi vurderer dog, at målemetoden godt bruges til at finde estimater af rullemod-
standen i forskellige gummikugle til brug ved eksempelvis undervisning. Analysen
af kuglernes bevægelsesmønster gør ligeledes forsøget ideelt til undervisning i ud-
videt klassisk mekanik.
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7 | Perspektivering
Der er en række tiltag, man kan lave i forhold til eksperimentet, for at undersø-
ge rullemodstanden i gummikugler og eksperimentets potentiale og begrænsinger
yderligere.
Det ville være oplagt at lave flere målinger på flere forskellige typer kugler, hvor
man kunne variere et karateriskum ad gangen. På den måde ville man kunne se
en sammenhæng mellem for eksempelvis radius eller hårdhed. Desuden kunne det
være interessant at ændre på selve forsøgsopstillingen. Her kunne man foretage
forsøget på en større plade. En større plade ville betyde, at kuglen kunne bevæge
sig over en større afstand. Det ville for det første betyde flere datapunkter, og
for det andet så vil tendenser i kuglens bevægelse være tydeligere. For eksempel
ville vi tydeligere kunne se væksten i kuglens cirkelbanes radius, eller om kuglens
driftshastighed er konstant. Specielt den spiralfunktion, vi har set ved vores for-
søg, ville være interessant at undersøge nærmere, for at få be- eller afkræftet dette
fænomen.
Udover pladen kan man overveje at lave flere målinger ved højere vinkelhastig-
heder, hvilket igen vil resultere i flere datapunkter og en mindre cirkelbevægelse.
For at udvide forsøget yderligere kunne man skifte underlaget for på den måde at
undersøge rullemodstandskoefficienten for en kugle, der ruller på et andet mate-
riale. Der kan også fortsat undersøges, hvorledes de kræfter, der påføres kuglen,
optræder, samt hvilke årsager der er til forøgelsen af kuglens cirkelbanes radius.
Hvis man kan forfine metoden, så den kan benyttes i industriel sammenhæng til at
måle rullemodstand, kan den måske komme til at være et alternativ til de metoder,
der allerede er i brug.
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9 | Appendiks
I dette appendiks har vi samlet vores forskellige MatLab-scripts, der er blevet
brugt til databehandling. Der er også en oversigt over de forsøg, vi har foretaget.
A Matlab-scripts
I dette appendiks kan man finde de MatLab-scripts, vi har brugt til vores databe-
handling og fitting.
A.1 Bestemmelse af centrumkoordinater
1 close all
2 clear all
3 clc
4 hold on
5 n=0;
6 OO_matrix=[];
7 %Hent data
8 for k=[1,2,3,4,5]
9 n=n+1;
10 Data = load(['P1-T7-F',num2str(k),'.txt']);
11 %Angiv variable
12 t=Data(1:end,1);
13 x=Data(1:end,2);
14 y=Data(1:end,3);
15 dt = 0.04;
16 %OBS! Indsæt værdi for vinkelfrekvensen for en given måling:
17 Omega= 2*pi*1.60;
18 %Konstanter
19 K=2/5;
20 g=9.82;
21 % Her er udtryk for den teoretiske vinkelfrekvens, vi mangler stadig en
22 % måde til at måle den eksperimentelt.
23 w_c=(2/7)*Omega;
24 % Her samles datapunkter til middelværdier over et interval på fem
25 % datapunkter for at fjerne støj.
26 xx=smooth(x);
27 yy=smooth(y);
28 %%
I
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29 % Her bestemmer vi den første afledte af kuglens bevægelse [v(t)]
30 dx=diff(xx);
31 v_x=dx/dt;
32
33 dy=diff(yy);
34 v_y=dy/dt;
35
36 v=[v_x,v_y];
37 %%
38 % Her bestemmer vi den anden afledte af kuglens bevægelse [a(t)]
39 d2x=diff(dx);
40 a_x=d2x/dt;
41
42 d2y=diff(dy);
43 a_y=d2y/dt;
44
45 a=[a_x,a_y];
46 %%
47 % Her bestemmes de fem centrumkoordinater for hvert forsøg
48
49 OO_Liste = [];
50
51 for i = [1,2,3,4,5]
52 x1= v_x(10+(i-1)*10);
53 x2=v_x(20+(i-1)*10);
54 x3=v_x(30+(i-1)*10);
55
56 y1=v_y(10+(i-1)*10);
57 y2=v_y(20+(i-1)*10);
58 y3=v_y(30+(i-1)*10);
59
60 %Herefter defineres linjerne mellem datapunkterne
61 m1=(y2-y1)/(x2-x1);
62 m2=(y3-y2)/(x3-x2);
63
64 %Nu bestemmes x- og y-koordinaterne for centrum af v(t)
65 O_x = (m1*m2*(y3-y1)+m1*(x2+x3)-m2*(x1+x2))/(2*(m1-m2));
66 O_y = ((-1)/m1)*(O_x-((x1+x2)/2))+(y1+y2)/2;
67
68 O=[O_x,O_y];
69 %Her bestemmes radius for v(t)
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70 R_1 = sqrt((x2-x1)^2+(y2-y1)^2);
71 OO_Liste(i,:)=O;
72 end
73
74 %Gennemsnittet af de fem centrumkoordinater
75 Mean_OO_X=mean(OO_Liste(:,1));
76 Mean_OO_Y=mean(OO_Liste(:,2));
77
78 OO = [Mean_OO_X,Mean_OO_Y];
79
80 %%
81 Farve=['b','r','k','m','g'];
82 h=figure(1)
83 hold on
84 plot(v_x,v_y,Farve(n))
85 plot(Mean_OO_X,Mean_OO_Y,[Farve(n),'o'])
86 OO_matrix(n,:) = OO;
87 end
88
89 %De gennemsnitlige centrumkoordinater for alle fem forsøg
90 OO_matrix;
91
92 %Her bestemmes den absolutte værdi af drifthastigheden, gennemsnittet og
93 %standardafvigelsen
94 U_matrix=[norm(OO_matrix(1,:)),norm(OO_matrix(2,:)),norm(OO_matrix(3,:)),
95 norm(OO_matrix(4,:)),norm(OO_matrix(5,:))]
96 mean_U_matrix = mean(U_matrix)
97 STD_U = std(U_matrix)
98
99 %Her bestemmes rullemodstandskoefficienten
100 %u deles med 100, så den omregnes fra cm/s til m/s
101 C_r=K*(Omega/g)*mean_U_matrix/100
102
103 title('Første afledte af gummikuglens bevægelse for EPDM 60-20-P2',
104 'Fontsize', 14)
105 xlabel('v_x [cm/s]', 'Fontsize', 14)
106 ylabel('v_y [cm/s]', 'Fontsize', 14)
107
108 print(h,'epdm_60_20_p2t8','-djpeg')
109 %Resultater: driftshastigheden, standardafvigelsen og
110 %rullemodstandskoefficienten
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111 Res = [mean_U_matrix,STD_U,C_r]
A.2 Teoretisk hastighedsfunktion
1 % Den teoretiske funktion, der beskriver v_x,v_y-plottet. Denne er
2 % bestemt ud fra en række inputparametre, p. Der bruges følgende input:
3 % w_c, cirkelbevægelsens vinkelhastighed bestemt teoretisk som 2/7*\Omega,
4 % hvor \Omega er pladens vinkelhastighed.
5 % d, radius af cirkelbevægelsen i et v_x,v_y-plot. Her bruges en værdi
6 % fundet ud fra to datapunkter på cirklen som estimat.
7 % u_x og u_y er fundet som centrum-koordinaterne i v_x,v_y-plot. d, u_x, u_y
8 % er bestemt ud fra script.
9 % phi, faseforskydningen. Denne tilpasses og bestemmes ud fra øjemål ved
10 % at sammenligne teoretisk og eksperimentelt plot.
11 function z=velocity(p,t)
12 % p=[u_x, u_y, d, -w_c, phi]
13 w=p(1)+1i.*p(2); d=p(3); w_c=p(5); phi=p(6);
14 %t=[t(1:end-1,1)];
15 z=w+d*exp(1i*(w_c*t+phi));
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A.3 Varians
1 % Varins mellem teoretisk, tilpasset data og eksperimentel data.
2 % Beregnes ud fra variansen mellem de to komplekse tal, der
3 % beskriver hastighedens x- og y-komposant. Det vil sige den
4 % teoretiske hastighed: z=z_x+iz_y, og den eksperimentelle
5 % hastighed: V = v_x + iv_y, hvor v_x og v_y er bestemt ud fra script.
6 % Variansen er bestemt som differencen mellem datapunkter i anden.
7 function Varians=velocity_varians(p,t,V)
8 z_theory=velocity(p,t);
9 X=V-z_theory;
10 % Når X er en række, er X' en kolonne med de kompleks konjugerede
11 % elementer. Derfor kan man finde inderproduktet X'*X
12 Varians=X'*X;
A.4 Fitting
1 % Fitting af teoretiske datapunkter bestemt ved funktionen velocity.m og
2 % eksperimentelle datapunkter.
3 % Finder de bedste fittingparametre, P, ved at ændre på de oprindelige
4 % parametre, p,
5 % så variansen mellem teori og eksperiment er mindst mulig.
6 function P=fit_velocity(p,t,V)
7 options=optimset('Display','iter');
8 P=fminsearch('velocity_varians',p,options,t,V);
A.5 Teoretisk hastighedsfunktion som logaritmisk spiral
1 % Den teoretiske funktion, der beskriver v_x,v_y-plottet. Denne er
2 % bestemt ud fra en række inputparametre, p. Der bruges følgende input:
3 % w_c, cirkelbevægelsens vinkelhastighed bestemt teoretisk som
4 % 2/7*\Omega, hvor \Omega er pladens vinkelhastighed.
5 % d, cirkelbevæelsens radius i et v_x,v_y-plot. Her bruges
6 % en værdi fundet ud fra to datapunkter på cirklen som estimat.
7 % u_x og u_y er fundet som centrum-koordinaterne i v_x,v_y-plot. d,
8 % u_x, u_y er bestemt ved hjælp af et script.
9 % eps, eksponenten, der hvordan radius vokser.
10 % phi, faseforskydningen. Både eps og phi tilpasses og bestemmes
11 % ved øjemål ved at sammenligne det teoretiske og det eksperimentele plot.
12 function z=velocity(p,t)
13 % p=[u_x, u_y, d, -w_c, eps, phi]
14 w=p(1)+1i.*p(2); d=p(3); s=1i*p(4)+p(5); phi=p(6);
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15 %t=[t(1:end-1,1)];
16 z=w+d*exp(s*t+1i*phi);
A.6 Script til fitting
1 %Indsæt værdier for tiden. Brug t fra data eksklusiv sidste datapunkt, så
2 %den får samme længde som differenserne, v_x og v_y.
3 %Brug v_x og v_y beregnet ud fra script.
4
5 t=data(1:end-1,1);
6
7 %%
8 %Plot de eksperimentelle datapunkter for v_x og v_y. Plot dels som et
9 %v_x,v_y-plot og dels som v_x,t- og v_y,t-plot.
10 figure
11 subplot(211);
12 plot(v_x,v_y,'*');hold on
13 grid
14 subplot(212);plot(t,v_x,'.r');hold on;plot(t,v_y,'.m');
15 %%
16 %Indsæt parameterværdierne, der skal bruges til at bestemme variansen mellem
17 %teori og data. Som udgangspunkt bruges u_x-, u_y-, d- og w_c-værdier
18 %bestemt ud fra script, mens epsilon og phi bestemmes ud fra øjemål ved
19 %vurdering af bedste fit.
20 %Disse bruges herefter i velocity-funktionen.
21 %Til sidst plottes de teoretiske datapunkter i samme plots som de
22 %eksperimentelle.
23 p=[u_x u_y d -w_c eps phi]
24 z=velocity(p,t);
25 subplot(211);
26 plot(real(z),imag(z),'r')
27 subplot(212);plot(t,real(z),'r');hold on;plot(t,imag(z),'m');
28 %% test variance funktion
29 %Opskriv hastigheden som et komplekst tal bestående af de beregnede
30 %x,y-komposanter for hastigheden
31 V=v_x+1i*v_y;
32 %%
33 %Beregn variansen mellem de teoretiske datapunkter og de eksperimentelle,
34 %som beskrevet i funktionen velocity_varians.
35 Varians=velocity_varians(p,t,V);
36 %%
37 %Beregn parameterværdierne, p, der giver den mindst mulige varians mellem
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38 %de teoretiske datapunkter og de eksperimentelle,
39 %som beskrevet i funktionen fit_velocity.
40 %Herefter plottes den teoretiske funktion med de fittede
41 %parameterværdier
42 %som input. Igen i samme plot som eksperimentel og teoretisk.
43 P=fit_velocity(p,t,V);
44 zfit=velocity(P,t);
45 subplot(211);
46 plot(real(zfit),imag(zfit),'k')
47 title('Første afledte af gummikuglens bevægelse for EPDM 60-20-P1',
48 'Fontsize', 14)
49 xlabel('v_x [cm/s]', 'Fontsize', 14)
50 ylabel('v_y [cm/s]', 'Fontsize', 14)
51 legend('Forsøgsdata', 'Teoretisk,tilpasset data', 'Fittet data')
52 subplot(212);plot(t,real(zfit),'k');hold on;plot(t,imag(zfit),'k');
53 title('Første afledte af gummikuglens bevægelse for EPDM 60-20-P1',
54 'Fontsize', 14)
55 xlabel('v_x [cm/s]', 'Fontsize', 14)
56 ylabel('v_y [cm/s]', 'Fontsize', 14)
57 legend('Forsøgsdata, v_x', 'Forsøgsdata, v_t',
58 'Teoretisk,tilpasset data, v_x','Teoretisk,tilpasset data, v_y',
59 'Fittet data, v_x','Fittet data, v_y')
B Tabel over forsøg
Tabel B.1. Overblik over alle forsøg, der er foretaget. Alle forsøg er foretaget ved vinkelhastighederne
Ω1, Ω2 og Ω3
Positioner sporet
Kugle Position Antal gentagelser med Tracker
NBR 60-8 P1 3 0
NBR 80-10 P1 3 0
NBR 55-14 P1,P2,P3,P4 5 P1
NBR 60-15 P1,P2,P3,P4 5 P1
EPDM 50-10 P1 3 0
EPDM 80-18 P1,P2,P3,P4 5 P1
EPDM 60-20 P1,P2,P3,P4 5 P1,P2,P3,P4
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